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Convergence de variables aléatoires indépendantes

Exercice 1
Soient X7, ..., X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi N'(0, 1).
Onpose U = [1 377 X;| et V =137 | |X;|. Comparer E(U) et E(V) et
les calculer.

Exercice 2
Soit X, une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p/n.
Quid de la convergence en loi de X,,/n?

Exercice 3

On définit la fonction réelle f,, par f,(x) = n

——— N.
7 (1+n222)’ ne

1 Démontrer que f,, est la densité d’une variable aléatoire X,,. Que peut-on

dire de E (X,,) et V (X,,)?

2 Montrer que X,, converge en probabilité vers 0 lorsque n — oo.

Exercice 4
Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
X, —np

—————— converge en loi vers N(0,1) lorsque
np(1 —p)

loi B(n,p). Montrer que

n — OoQ.



Exercice 5

Soit X,, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi P(1).
Quelle la loi de X7 +...+ X,, 7 Que vaut P (X; + ...+ X,, <n)? Utiliser le
théoreme central limite pour montrer que la limite de

n

(exp(—n) an/k:'> lorsque n — oo est égale a 1/2.
k=1

Exercice 6

Une suite de variables aléatoires X,, converge en loi vers une variable aléa-

toire X, et une autre suite Y,, indépendante des X,, converge en probabilité

vers la variable certaine égale a a € R.

1 On pose, pour tout entier n, Z, = X, + Y,. Quelle est la limite en loi
de la suite Z,, 7

2 Soit Y;, une variable aléatoire dont la loi est définie par P (Y,, =0) =
1—1/net P(Y, =1) = 1/n. Montrer que la suite Y,, converge en probabilité
vers 0. Construire une suite de variables aléatoires Z,, possédant un moment
d’ordre 2 et qui converge en loi vers la variable aléatoire Z normale centrée
réduite, sans que la variance de Z,, tende vers 1.

Exercice 7
Soit (X,,), une suite de variables aléatoires telle que

On pose

n
Xk
Yo=> oF
k=1

et soit Y une variable aléatoire uniformement distribuée sur [—1, 1]. Montrer
que (Yy,)n converge en loi vers Y.

Exercice 8

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. On considere la suite
de Uy, = Ul 1(U). Montrer que (Uy ), converge presque siirement vers U
losrque n — +oc.



