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Tests d’hypotheses

Exercice 1 Soient Xi,...,X, n v.a. i.i.d ~ Béta(d,1), 6 > 0. On souhaite tester
Hy: =1 contre Hy: 6=2.
Utiliser le théoreme de Neyman et Pearson pour trouver le test UPP de niveau a.
Exercice 2 Soient X1,..., X, n v.a. iid ~ N(0,02).
1 Montrer que le test UPP de niveau a pour
Hy: o=09 contre Hy: o0 =0,

ou 01 > 09 est donné par

o(X1,...,X5n)

n
1osi Y X7 >ea
j=1

= (0 sinon.

2 Déterminer c,. Application numérique : n =10, a = 1% .

Exercice 3 Le poids de paquets de poudre de lessive, a 'issue de 'empaquetage, est supposé
suivre une variable aléatoire X de loi normale N'(u, 02) dont 1’écart-type, égal & 5, représente la
variabilité du poids due & I'imprécision de la machine. Le poids marqué sur les paquets est 710
gr. Toutes les heures, 10 paquets sont prélevés au hasard et pesés. On obtient, pour une heure
donnée, Z19 = 707 gr.

Pour un niveau égal a 5%, tester I’hypothese Hy selon laquelle le poids d’un paquet est en
moyenne supérieur a la spécification. L’hypothese alternative H; est que le poids d’'un paquet est
en moyenne inférieur a celui annoncé sur les paquets. paquets de lessive.

Exercice 4 Pour construire un pont, une entreprise regoit un lot de poutrelles métalliques dont
le fabricant indique qu’elles peuvent résister jusqu’a une charge de 100 tonnes. Avant d’accepter
le lot, l'entreprise préleve un échantillon de 16 poutrelles dont elle mesure la charge de rupture.
On obtient les résultats suivants : 104.5, 104.3, 103.1, 93.5, 102.1, 101.1, 92.3, 98.5, 96.2,100.4,
98.2, 94.6, 101.7, 100.7, 95.1, 93.1. On admet que la charge de rupture suit une loi normale
N(p,0?), ot o = 4.

Pour un risque de premiere espece égal & 5%, tester I'hypothese Hy : = 100 contre '’hypothese
alternative Hy : p < 100.

Exercice 5 On considére une variable aléatoire X de loi exponentielle de parametre A > 0 et un
n-échantillon X7,..., X,, de X. On souhaite tester Hy : A = A\g contre Hy : A = A1 ot A\g < A1.

1 Déterminer la région critique du test UPP de niveau a.



2 Application numérique : n = 100, A\p = 0.2, \; = 0.5 et a = 0.05.

Exercice 6 On considére une variable aléatoire X de loi N'(y, 0?) et un n-échantillon X7, ..., X,
de X. On souhaite tester Hy : = po contre Hy : pu # po.

1 Supposons o2 = 1, déterminer la région critique du test du rapport des vraisemblances de
niveau .

2

2 Supposons ¢° inconnu, déterminer la région critique du test du rapport des vraisemblances

de niveau a.

Exercice 7 On souhaite établir un controle de qualité a la réception d’un grand nombre de
pieces de série. On désigne par p la proportion de pieces défectueuses dans la livraison et on
envisage deux hypothéses extrémes : Hg : p = 5% et Hy : p = 8%. Si Hp n’est pas rejetée,
I’acheteur accepte le lot, sinon il le refuse. On décide d’examiner 400 pieces et de fixer une valeur
critique égale & 6% telle que si la proportion de pieces défectueuses est supérieure & 6%, on refuse
le lot.

Exercice 8 Soit X ~ &(N).
1) Montrer que le modele est régulier et calculer I'information de Fisher.
2) Calculer 'EMV A, de A.
3) Calculer E(),) et proposer un estimateur sans biais A de A
4) Montrer que 'estimateur A} est asymptotiquement efficace, c-a-d
lim V(A5 (A) = 1.

n—-+4oo

Exercice 9 Soit X1, ..., X,, un échantillon i.i.d. d’ espérance yu < +oo et de variance 0% < 400
1) Montrer que pour tout a € R

52 .= 1 > (X - X)? = 1 > (Xi—a)’ = (X —a)

=1 =1

2) En déduire que S2 converge presque siirement vers o2

3) Calculer E(S2) et proposer un estimateur S2_; sans biais de o2.
On suppose ici que I’échantillon suit un loi de poisson de parametre .
4) Etudier la régularité du modele et calculer Pinformation de Fisher.

5) Montrer que l'estimateur X est efficace.
6) En déduire que V(X) < V(S2_,).



