[Corrigé exercices 44,46,48 du TD d’Evaluation Actifs 2008/2009]

Ex. 44. Option sur moyenne
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Ex. 46. Options asiatiques
dSt = St(Tdt + O'th)



M, = E[(T! fOT Sydr — K)4|Fi est une martingale, car M; = E[My|Fy] avec My
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On pose Q;=S; H(K —%fOT Sydr). Alors
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et S; est Fy-mesurable.

La v.a. S,/S; avec r >t est indépendante de F; car S,./S; = exp((r — 0%/2)(r —t) + o(B, — By))

et par les propriétés des espérances conditionnelles on a que M; = Syu(t, Q) ou
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Pour écrire la formule d’It6 pour M; on calcule d’abord la décomposition de Qy:
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car d(S); =02S7dt. Cette décomposition donne:
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Maintenant la formule d’It6 pour M;:
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La composante & variation borné doit étre nulle (car M; est martingale) ce qui donne 'EDP
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satisfaite par u(t, ¢). La condition limite est

u<T,q>=E[<%/ Sar—q)1=0.



Ex. 48. Option Barriére

1) On note DIC(x, K, H) et DOCy(x, K, H) les prix des options (de maturité T') a l'instant ¢ <
T. Si on achéte a t =0 un option DIC et un option DOC de mémes paramétres K, H & maturité
on recevoir le payoff

Loy <r(S7— K) 4 + Ly r(Sr— K) = (S7— K)4

qui est le payoff de la call de strike K, donc la valeur & l'instant 0 de notre portefeuille est
donnée par la valeur de la call :

DIC(z,K,H)+DOC(z, K, H)=Call(0,z, K).
2) On appelle le payoff de la DOC. Alors
H=1,>1(S7 — K)+ =Loy; > 0(StAry — K)+ =Vr=v(T A7, ST Ary)

ou la fonction v(t, z) satisfait les conditions limites v(T',x) = (x — K )4 pour > H et v(t, H)=0
pour t <T'. La formule d'It6 donne
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Ou B est un Brownien sous la proba risque-neutre @ et la dynamique de S est
dS,=Sy(rdt+o0dB;)  dS;=0S,dB,.

Soit 7/ =7 AT. Si on applique cette formule au processus arréte v(7,.S;) on obtient

T

e "w(r,S;)=v(0,S0) + /

va(t,st)d§t+/ ()dt
0 0

Par la propriété martingale sous la proba risque neutre on doit imposer que la partie & variation
borné soit nulle, donc, pour tout = > H:
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avec les condition limites énoncé plus en haut. Dans ce cas
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et en prenant 1’espérance on obtient le prix de 'option DOC:
v(0,S) = ER[e~"v(r, S,)] = ER[e~"v(r, S:) L, <7] + ER[e "0 (T, S:) L1y > 1)
=ERle " v(ry, H) L, <7] + ER[e~"T0(T, S7) L\~ 7]
car S;, = H par la continuité de S. Les condition limites de v donnent

U(Ov SO) = eirTEQ[(ST - K)+ H‘I'H>T]



La couverture de I'option est donc réalisée par le portefeuille (H°, H;) donné par H = (0, Sp) et
Ht = V’U(t, St)Htg'r-

4) Par la relation trouvé précédemment:
DIC=Call - DOC =e "TER[(Sy — K) ] — e "TER[(St — K)4 L, >7]

= e "TER((Sr — K)+ I, <7].



