[M2 EDPMAD - Analyse des EDS - cours du 6/1 et 12/1]

Regularité des processus stochastiques

Soit {X}};crr une famille des variables aléatoires indexées par le paramétre k-dimensionnel ¢ €
R*. On va démontrer le théoréme suivante.

Théoréme 1. [Kolmogorov] Si existent p>0,a>k/p t.q.
E[lX: = X, [P S|t —s[*P (1)

alors il existe une variable aléatoire X @ valeurs dans les fonctions continue sur R¥ tel que
P(X;=X;) =1 pour tout t € R et tel que pour tout L >0,

sup |X(w)t—X7(w)s| <Cpr(w)<oo
t,s€[—L,L]* [t —s|

pour presque tout w € S).

La démonstration de ce théoréme est basée sur un lemme da a Garcia, Rodemich et Rumsey qui
permet un controle ponctuel de la régularité d’une fonction continue & I'aide d’une quantité inté-
grale de la méme fonction.

Dans le lemme on considére un espace métrique générale (A, d) avec une mesure m (sur les Boré-
liens de A). On note B(z,r) ={y € A:d(z, y) <r} la boule de rayon r centrée en = € A et avec
o(r) =inf,ep m(B(z, 7)) le plus petit volume selon m d’un boule de rayon r. Un cas particulier
qui peut aider la compréhension de la preuve est de prendre A = [0, 1] avec la distance eucli-
dienne d(t, s) = |t — s| et pour m la mesure de Lebesgue: dans ce cas o(r)=2r.

Lemme 2. [Garcia-Rodemich-Rumsey] Soit f: A — R une fonction continue sur [’espace
métrique (A, d), m une mesure sur A et U: Ry — Ry une fonction positive, croissante et con-

veze avec W(0)=0. Soit

10l | e v (G Jar

ou W1 dénote linverse de ¥ (que est encore une fonction positive, croissante et concave).

alors

Démonstration. Si note f(A)= [, f(t)m(dt)/m(A) la moyenne de f sur 'ensemble A, alors
pour deux Boréliens A, BCA on a

F-Fm)= [ [ (- o) miemics)

(o] )




Donc si on pose d(A, B) =supiea,sepd(t,s) on peut estimer la différence des moyennes par

- rswnow- (o[ S

et par I'inégalité de Jensen et la concavité de ¥ ca c’est plus petit que

e = ol

Donc par une majoration brutale

| (A)—J?(B)|Sd(AaB)‘I’_l<m> (2

Soit maintenant f (t,7)= f (B(t,r)) et Ay =d(t,s)/27% pour k=0,1,... . Alors

~

o0

Z If )\k-',-l ]?(t,)\k)‘

| F (X)) = f (£, )]

Tt Aks1) — F (8, 8)

o0 o v
< kZ:O (Akt1+ Ap) ¥ ( o(Ae+1)o(Ak) >

ou on a utilisé I'eq.(2) remarquant que d(B(t, a), B(t, b)) = a + b. On cherche a estimer la série
que on a obtenu par un intégrale (que sera plus facile a manier). A ce fin on note que

3d(t,
Met1+ A= % =6(Ae+1— Akt2)

et que () = 0(Ak41) = o(r) pour tout r < Ag1 donc

_ Ak41 d(t,s)/2
| F(t, An) = f (£, 20)] <62 /Ak ( GL )dr()‘/o \1/1<—U(Z)2)dr

Maintenant il suffit de prendre la limite pour n — oo dans le membre de gauche et utiliser la
continuité de f pour pouvoir conclure que le méme intégrale donne une borne supérieure pour
|f (t,An) — f (¢, )\0)|. En utilisant encore une fois 1’eq.(2) on a que

) B B U dts)/2 U
‘f(t,)\o)*f(S,)\O)‘gz‘})\o\Il 1(W)<6/0 v 1(0_(T)2)d7’

d’ou l'on parvient facilement & la thése. ([l

On peut maintenant passer & la démonstration du Théoréme 1.

Démonstration. Fixons L > 0. Pour chaque entier N > 0 on considére le sous-ensemble fini
An=(Z/2V)kN[— L, L]* CR* et on applique le Lemme 2 & la fonction X; définie sur T et donc
trivialement continue. La mesure my est la mesure de comptage sur Ay normalisé & (2L)*, d(t,

s)=|t — s|% et ¥(x)=xP. On peut montrer qu’il existe une constante ¢>0 telle que o (r) > cr*/?
pour tout r > 0 uniformément en N. Un calcul direct donne, alors, que

|Xe = X,| <CUMPd(t, ) =2M0m.



Donc

b p
E| sup |Xt:)2(k5| <Cr // <|Xt as|) 1t¢smN(dt)mN(ds)
t.seny d(t,s) 2R/ PP AnXAn s| It — s|P(B—2)

ou 'on a appliqué Fubini-Tonelli pour échanger 'intégrale avec ’espérance. Cela donne que

E(Z§)<CP  sup E('Xt ) / / SM
t,s€[—L,L]* |t —s|* ANXAN |t — 5|P(ﬁ—a)

Zy= sup X=Xl
tsehy [t —s|F2k/P

ou

L’intégrale double est uniformément borné en N si p(8 — «) < k et ainsi on obtient I'uniforme
intégrabilité des variables aléatoires Zx. De plus on a que Ay C Ay41 et donc la série Zy est
croissante. Par convergence monotone on a que

X, — X,
Zoo=SUp ZN = Sup |—
N t.sehg [t —s|P72k/P
est p.s. finie ou Ag = Uy Ay est un ensemble dénombrable et dense dans [ — L, L]*. Grace a la

condition o > k/p l'on peut choisir 8 < a+ k/p tel que 8 — 2k/p > 0. Donc presque stirement la
fonction X: Ag — R est Holderienne d’index v = — 2k/p < a — k/p et admet une prolongation
continue a tout [ — L, L]¥ qui on dénote par X. Cest maintenant facile de voir que la condition
(1) implique la continuité en probabilité de X et donc que P(X; = X,) = 1 pour tout t € [ — L,
L)*. Etant L arbitraire on peut construire une telle version continue de X pour une suite

dénombrable et croissante vers infini de I et donc obtenir une version continue sur tout R¥.
O

Exemple 3. Si B; est un mouvement Brownien standard unidimensionnel on a que
E|B; — By|P = C)plt — s|P/?

donc d’apres le Theoreme 1 il existe une version de B; qui est Holder continue pour tout v <1/
2. 1l est facile de voir que 'index de Holder ne peut pas étre 1/2: en particulier on va montrer
que

0<s<t<1

|Bt Bs |
P su =400 |=1. 3
< b |t—s|1/2 ( )

On commence par minorer la norme Hoélder: pour chaque n>0, on considere la partition {¢t,=k/
n:k=0,...,n} C[0,1] qui donne que

sup %/ sup Ay
o<s<t<1 |t — | / =0,...,n—1

ou Ay = |By,,, — By, |/ |ths1 — te|'/2 Les v.a. {Ag:k=0,...,n — 1} forment une famille iid avec
loi Gaussien standard et donc

IP( sup Ak>L)1IP(A1<L)"HO pour n— oo.



Etant L arbitraire cela implique 1'eq (3).

A

Exercice 1. Appliquer le Lemme 2 a B; avec la fonction ¥(z)=e @1, Quelle estimation ¢a donne pour la

v.a. p(8) =supy,s:ji—s|<o |Be — Bs|?

Regularité des EDS

[reference: H. Kunita, Stochastic differential equations and stochastic flowsof diffeomorphisms,
Lect. Notes in Math. vol. 1097, Springer-Verlag (1984)]

Soit {Vi: R4 x Re— Rd}k:o,“.,m une famille de champs de vecteurs dépendent du temps sur R4
et pour s >0 et x € R? soit ¢+ &s4(x) la solution de 'EDS

o) =2+ 3 [ Valr. () dBE 4)
k=0 "v*

ou (Bk)k: 1,....m est une famille des mouvement Browniens standard et ou BY =t donne la com-
posante de dérive déterministe. On fait I'hypothése que les champs de vecteurs Vi sont globale-
ment Lipshitziens et a croissance au plus linéaire, i.e. qu’il existe une constante M tel que

[Vi(t, 2) = Vit y)| S Mz —y|  etque  [Vi(t,2)| < M(1+[z])

uniformément en ¢ > 0. Alors il est bien connu que 'EDS (4) admet une unique solution adapté
a la filtration Fy; = o(B,, — Bs: u € [s, + 00]) engendrée par les incréments du mouvement Brow-
nien. Par construction il est aussi clair que, pour s,z fixé, le processus ¢ — £;4(x) est continu. Ici
on va s’intéresser a la régularité du processus (s,t,x) — &s¢(x) par rapport a I'ensemble de varia-
bles s, t, x. Nos outils fondamentaux seront le lemme de Kolmogorov/Garcia-Rodemich-Rumsey,
la formule de It6 et 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy.

Le résultat principale est le suivante:

Théoréme 4. I existe une fonction aléatoire si(x) qui est Holder continue en s,t,x d’exposants
a, a, B pour tout « <1/2 et B <1. De plus on a que presque sirement l’eq. (4) est verifié pour
tout s,t,x et la proprieté de flot £u1(€swu () = Ese(x) est valable pour tout s,t,x.

Démonstration. La preuve est conséquence directe du Théoréme 1 et de ’estimation
Elést(2) = &re(@)P S lo —a'|P+ (L4 |z] + 2/ (s — s'[P/2 + |t = 1]P/?) (5)

qui 'on démontrera dans le Theoreme 8. En effet, donné un compact K C R?% et T > 0 l'estima-
tion (5) suffit pour appliquer le Theoreme 1 qui donne qu’il existe une versione continue en (s, ¢,
2) €10, T)?> x K de &s¢(x) pour laquel on a

|§at(@) = Eare(@)| S O 7. p ., p(@) ([E =¥ + |5 = 8| + ]2 — 2] )

uniformement en s, t, z pour tout a < 1/2 et 5 < 1. Est facile aussi de montrer la continuité de
I'integrale stochasitique dans l'eq. (4) et donc de conclure que UEDS est satisfaite presque sure-
ment pout tout ¢, s, z (ou ’ensemble de mesure nulle donc ne depends pas de t, s, z). La pro-
prieté de flot decoule de la regularité de &s¢(x) et du Corollaire 7. O



Remarque 5. Une application deterministe ¢q:(2) qui satisfait ¢yt © ¢gy = ds¢ pour tout s <
u <t est appelé flot. Dans notre cas on peut bien appeler I’application £ un flot stochastique.

Lemme 6. Pour tout pe R, T>0 et € >0 on a les inégalités
E(e +|&st(x) P)? < Ce p,r(e + |2 [*)?

E(e +|&st(x) — &se(y)[DP < Cp (e + |z — y[?)P

pour tout 0 < s<t<T. (Noter que la constante dans la deuxieme inégalité ne dépends pas de ¢.)
Démonstration. On pose f(x)= (¢ + |z|?) et F(x)= f(z)P. Un calcul facile donne

et si Pon note Zy = &,4(x) alors, par la formule de Itd appliqué a la semimartingale F'(Z;) on a

F(Z, +Z/ ViF(Z,)dZ} + Z / VLF(Zy)d(Z1, Z7),

i,j=1
ou
dZi=dgl,(x) =Y Vi(r, &er(x))dBY,
k=0
Az, 27),= 3 Vi, €@ VP (r, Eor(a)) d(BY, BY), Z Py Ear(@)VE(r, Eorla)) dt

k,1=0 k=1

donné que (B* Bl);=tsi k=1=1,...,m et il vaut zéro autrement (en particulier si k=0 ou [ =
0, car BY =t). Donc

Mm

F(Z)=

+;§§

ij=1k

i/ Z)\Vi(r, Z,)dBE

F(Z)Vii(r, Z )V,c (r,Z,)dr

Il
-

[

\

prenons maintenant l'espérance de cet dernier quantité: l'intégrale stochastique donne zéro et
Zs= 553(1') = p.s., donc

d m t .
EF(Z,) = %Z Z / E[V;F(Z)Vi(r, Z.)V{ (r, Z,)]dr

Pour estimer la quantité a l'intérieur de l'intégrale on note que par hypothese |Vi(r,z)| < M (1 +
|z|) < Ce v/ f(z) ou la constante C. dépends de . Donc

IVLE(Z)VE(r, Z)Vi (r, Z,)| < C- F(Zy)
et

EF(Z) < F(z)+C. / EF(Z,)dr



donc l'on peut conclure par Gronwall et obtenir la premiére des deux inégalités. Pour la
deuxiéme inégalité on procéde de la méme maniére, mais cet fois on pose Z; = &s¢(z) — Es+(y). L
processus Z; est donc encore une semimartingale et

dZy="y | [Vi(r, &) = Vi(r, £6r(y))]dBY,
k=0
A2, 29), =" [Vilr, &on(@)) = VE(r, Esn(u)] IV (7, &) = VI (1, Eon(y))] dt
k=1

cette fois on a que

[ViE(r, &n()) = VE(r, Esr(9))| < M [€sr(7) — Eor(y)| < M f(Z,) 12

indépendemment de €. Donc avec le méme procédé que avant on peut appliquer Gronwall et
conclure. 0

Exercice 2. Montrer que en effet on a E[sup,¢ s, 1 (€ +[&se(z) — &t (W)HPI < Cp (e + |z — y|?)P.

Corollaire 7. Pout tout 0 < s <u<t<T on a que presque surement &, 1(Esu(2)) = Es¢(x) pour
tout © € R4,

Démonstration. Le lemme 6 et le lemme de Kolmogorov impliquent que pour tout s, ¢ fixés
Papplication z — &s¢(x) est presque surement continue (mais I’ensemble aleatoire de continuité
depend de s et t). De plus il est facile de voir que on peut choisir la famille de variables alea-
toires

mooag
x»—>z / Vk(r,fw(ac))dB,’nC
k=0 7S

continue en x, en fait

E[ / Vil € (@) dBE / Valr. «sﬂ(y»dBfr
<c | t |vk<r,§sr<sc>>vk<r,ssr<y>>|2drr/2
<Ct—spw| [ Vel Eurle)) — Vilr. €| (par Jemsen)

t
<CpM(t— s)p/QlE[ / |sr(z) — §Sr(y)|pdr} (par hypothése)
<Oyt —8)P 2|z —y|P  (Lemme 6)

et donc on peut utiliser encore une fois Kolmogorov pour obtenir une versione continue en = de
I'integrale stochastique et montrer que pour s <wu <t fixés, 'equation integrale

Eut(x):x—i-Z/ Vi(r, €ur(2)) dBE
k=0 “Y

est vrai pour tout € R? presque surement. Donc si dans cette equation on remplace x par la
fonction aleatoire &, (x) on obtiens

k=0 Y



Soit maintenant fst(x) = &ut(&su(x)) sit > u et fst(x) = &qi(x) autrement. Le processus fst(z)
satisfait I’equation

fule)=a+ Y- [ Vulr &(@)aBt
k=0 Y%

pour tout ¢ > s et tout # € R? et donc par unicité de la solution on doit avoir que &g(z) = £,4()
p.s. et donc la thése. O

Théoréme 8. Pour tous p=>2, 0<s<t<T, 0<s' <t/ <T,x,z' €R? :

Elést(x) = & o) [P S Oflz — /[P + (1 + [z | + |2/)P(Jt — t|P% + [s — s'|P/?)}

Démonstration. Pour brevité on considere seulement le cas 0 < s < s’ <t <t'<T: par 'EDS e
utilisant le Corollaire 7 on a

m t m t/
gs’t’(xl):x/+2/ Vk(rafs’r(x/))dBf“i’Z/ Vk(rvfs’r(z/»dBf
k=0 s’ k=0 1

m t
gst(w) = gss’(x) + Z // Vk(rv gs/r(Ess/(w)))dBf
k=0 Y%
Donc

A

€ar(@) — & (@) P < <2m+3>ﬁ-1{ (Eour(a) — a'|?
—_————

NE

+ // [Vk(T, gs’r(z/)) - Vk(T, gs’r(&ss’(z)))]dBvlf ’

/

B
Il
o

B
! p

Vi(r, Egrp(x")) ABE

"
NE

t

B
Il
=]

-~~~

C

ou on a utilisé l'inegalité (souvent trés utile):| vazl a;|P< NP1 vazl |a;|P, qui decoule de I'ine-
galité de Jensen. On va estimer 'esperance des trois termes A, B,C un par un.

On commence par un petit resultat complementaire:

m ’ p
E|§ss’(x)7x|p g(m+3)p712 E / Vk(rvfsr(z))dBf
k=0 s
s’ p/2
< CPME< / (1 + |§ST(:C)|)2 d7’> (par BDG et 'hyp. sur Vi)
< Cp(sl — S)p/2(1 + |x|P) (par Jensen et le Lemme 6)

Avec cette estimation on a facilement que
E[M] <277 Y]z — /| + El&ss(2) —2]P} S Cplle — 2'|P + (s' = )P 2(1+ |z |P)]
Par des calculs similaires on peut aussi deduire que

E[B] < Cllz — '[P+ (s' = 5)P/%(1 + |2]7)]



et

E[C] < Cy(t —t)P/2(1 + [a])P
Tous ces estimations nous permettent de conclure la preuve. O

Remarque 9. Si dans la deuxieme inegalité du Lemma 6 1’on fait tendre € — 0 on obtiens par
convergence monotone que

E[§ot(z) = &st(y) P < Cp ol — y [P

donc si on prends p < 0 on obtiens que si x # y alors pur tout ¢, s on a P(&(z) # (y)) =1. 1
est facile aussi montrer (essayer) que P(infyc(s, 77 [&st(2) — &s¢(y)| > 0) = 1.

Differentiabilité du flot stochastique

On dit que une fonction defini sur R appartienne a Cl’e(le) si elle est differentiable est sa

derivée est Holderienne d’index 6. On note C;’B(Rd) C C?(R?) 'ensemble des fonction avec la
derivée globalement Holderienne.

Théoréme 10. On fait [’hypothese que les coefficients Vi, soient des fonctions C;’H(Rd) en
espace, unformement en temps et que les derivées soient bornées. Alors, pour tout 0’ < 0, x>

Est(x) est presque surement de classe Cl’el(le) unformement en s,t, et la derivée Vs (x) satis-
fait Uequation

m d t
Vi) =55+ 30 3 [ Vi € (w) Vighife)aBE (6)
k=0 l=1

pour tout s,t,x p.s.

Démonstration. Soit

Est(z+y) — Ese(y)
ly|

nse(x,y) =

Alors une application de la formule de Taylor donne

t 1
nst(w,y)=%+/ /O ArVVi(r, &er(@) + 71y |nsr(2, ) nsr(z, y) dBY .
Vor(2,y)

On veut montrer que nst(ac, y) est une fonction continue de s,t, x,y pour tout y 74 0 et donc que
la limite y — 0 existe et que V&s(x) =1lim, .o nse(x, pe;) est une fonction Holderienne de x, s, t.
Tout cela va decouler de ’estimation suivante:

Elnse(z, y) = nsro(@’, y)P < Cpfle — 2/1°7 + [y — /|7 + (L + [2|*? + [2/|*P)[|t — /|72 + |s —
s'|*P/2]} (7)

On va montrer (7) par etapes, comment dans le resultat de continuité. Dabord la bornitude de
Nst(x, y) dans LP:

E|nsi(z, y)|P <Cp| 1+ |t — s|P/2 L sup [VVi(u, 2) / E|nsr(z, y)|Pdu (8)

z,uk



et par Gronwall on a que E|ns¢(x, y)|? < C‘pecff‘Tp/2 pour tout 0 <s<t<T.
Considerons maintenant le cas t=t' et s <s’' <t’
o
Nst(z,y) = nsre(@’y') = / Ver (2, y)nsr(z,y)dB,
s t -
+/ Vsr(z, y)nsr(2,y) = Verr(@', y")nsr (2, y")|dB,
o

/

B

et on a

[ AP < Cpls — P/~ / Efnr(z, y)|Pdr < Cpls — 7/,

S

L’integrand de B est estimé par
Var(@,y) = Vere(@', y")nsr(@, )| + Verr (@', y) 150 (2, y) = norn(2’, 9]
<CIVVsolnsr(@, y) = nsrn(z’,y")|
O &sr(@) = Eor (@) + [Esr(z + y) = &orr(@ + y)|*) [ nsrn(2”, y/)]

et donc on peut controler E[|B|P] par
¢
Cl(L+ |z [P+ |2'|*P)[s — 8/[*P/2 4 |z — 2|+ |y — y/|*P] + C/ Elnsr(2,y) = nerr(a’, y')[Pdr

S

et appliquant Gronwall & I'inegalité integrale
t
Elnsi(z,y) = nere (', )P <D+ C/ Elnsr(z, y) = nerr(z’, y')[Pdr

ou D=C"[(1+ |z|°P 4 |2/|*P)|s — s'|*P/2 + |& — 2'|*P + |y — 3/'|*P], on obtiens I'eq. (7).

Il nous reste de controler le cas ¢t <t’ (les autre cas peuvent etre traite de facon similaire). On a

!

Nst(T,y) = nsre (@', y') = nse(, y) = msre(2,y") + | Vero(', y')nsr (2, y') d B,
t

et grace & la borne (8) l'integrale stochastique peut etre controle en norme L? par C|t — 1f’|1/2 et
donc conclure facilement. O

Remarque 11. Si l'on fait I’hypothése que Vi € C’Z"g alors par les mémes methodes on peut
obtein que &, € C™? pour tout ' < 6.

Théoréme 12. La matrice Jacobienne V& (x) n’est pas singuliere pour tout s, t, x (toujours
presque surement).

Démonstration. Pour le Theoreme 10 V¢ satisfait ’eq. integrale (6). On considere alors
l’equation suivante pour le processus t— K () a valeurs dans le matrices d x d

di Ko(2) = — Kyo(2) VVi(Est(2))ABF — Ko (2)VVi (€st(2) VVi(Ese()) dt



avec condition initiale Ksq(z) = Igxq. Il est facile de voir que cette equation ci admet une unique
solution globale en temps qui est continue en s, ¢, x si V € C;’O‘. La formule de It6 alors donne
que

di[Ks5e(2) VEsi(2)] = [di Ks1(2) |V Est(@) + Kst(2) [di VEse()] + di (K5.(2), VEs.(2)) =0

et donc que Kyi(7)VEs(z) = Kgs(x)VEss(x) = Igxq pour tout ¢ > s et x qui montre que la
matrice VE(z) n’est pas singuliere et que [V&s(z)] 7t = Kgi(x). O

10



Integrales retrogrades

On a deja vu que le flot £ dirigé par B et Vj satisfait la formule d’It6

F(ea(a +Z / Vilr)F (6or(2)) dBE + / L(r)F (€ (x))dr

ol

\_/

ZV r,T) E(T)F(z)*i iv r,z)V! Tz)82F(z)
81'1 ’ o k 8@8:0]

i=1 i,j=1 k=1

Théoréme 13. Si V€ C>*(R%4RY) et F e C*(RYGR) alors
e Z / Vilr)(F o €0) (@)ABE + / L(r)(F o &) (@)dr

Démonstration. On se donne une partition A ={0=s59< $1 <--- <s, =t} de [0,¢] et 'on fait
I’hypothése que s = sy pour un quelque 0 </¢ < n. Alors

(é.st Z Fogsk+lt 55k5k+1( ))7(FO§Sk+1t)('r)] (9)

un developpement en série de Taylor donne

n—1 d d
= Z { Z V’L(F o 55k+1t)(1") [§;k5k+1(1‘> - :C’L] + Z V%_](F © §Sk+1t)(1‘ + nk) [égksk+1(x> -
k=¢

i=1 i,j=1

z[€, ., (2) —»Tj]}

ot les 7y sont des variables aleatoires sur R? tel que |nx| < |&s,s,,:(2) — z]. On montrera les
convergences suivantes

n—1 d m t R )
AR=N "N VilF o &) (@) [EL 0 (2) — 2] - / Vi(r)(F o &+)(x)dB].
k=¢ i=1 j=0"s
n—1 d
BA = Z ng(FO§5k+lt)(.T> [§§k5k+1(x) 71‘1][ gkskJrl(z)*
k= i,j=1 t
x;] *)/ L(r)(F o &r)(z)dr
et que
n—1 d . .
CA: Z [V%j(FO§Sk+1t)(x+77k)*V%j(Foszlt)(x)] [géksk+1($)7xi][ gksk+1(z) 71‘j]*>0
k=0 i,j=1

quand la taille |A| de la partition A va a zero. C’est plus que suffisante pour demontrer 1’eq.(9).
On a que
Sk+1

d m
sz Fofsk+1t( )/ ( fsw" iZZZ‘AAj

Sk j=0 i=1
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Pour 7 €[0,1] et j>1 soit I2 le processus
I} =E[A5|Fi]

qui est une martingale retrograde continue a carré integrable. Soit maintenant M2 un autre
martingale retrograde continue et a carré integrable definie par

MP =E[Af|F]

ou

n—1
AG=>" Vi(Fo&,, (@) Vi(r,x)(B],,, — Bl)
k=0

Un calcul directe montre que la variation quadratique de I® — M* associé a la partition A est
donné par

1> =322 = Y (9iro 0@l ([ W e - Vil

k=0 k

que converge & zero dans L' quand |A| — 0. Donc I® — M2 converge a zero uniformement dans
L2. Mais M> — M, ou

MT:/t Vi(F o &) (2) Vilr, 2)d BY.

Est facile de montrer la convergence des terms avec j=0.

Soit

A,v = 2 i 3

TEU=E| Y VH(Fotu i) [ Vil b)) dBY | Fry

k=24 Sk
et
A n—1 Skt1 )
k=B S [T Vi s w)any £y
k=¢ 75k

alors BA =" [(JAY, KAY)R — (JAY, KAV)2]. Est facile de voir que J&¥ et K% conver-
gent & J; et K} respectivement, ou

t A
Jv— / V2(Fo&)(2) Vi(r, 2)d BY
t . A~
K:f=/ Vi(r,2)d BY

on va montrer que (J&vV, KAY)& — (J¥, K"), qui donne la convergence que l'on cherche. On a
que

AT AN = (T K] < (I8 KSR = (17 KON+ (1K) = (7 K|
et est clair que le deuxieme terme converge & zero. Pour le premiere on utilise que

|<JA’U,KA’U>tA7 <JU,KU>,5A| < (<JA,U _ Jv>tA<KA,7J>tA)1/2+ (<KA,U _ Kv>tA<JA,v>tA)1/2
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mais si on utilise le fait que |J&7 — JP[2 — (JA? — J¥)2 est une martingale continue on a

Esup (JA& — JO)A <1TE[JAY — JP 12— 0.
t

De plus on a
|CA| S Sl;p V%j(FO §Sk+1 t)(:c + 77k> - V%j(FO §Sk+1 t)(x>{<KA(Z)>tA<KA(.7>>tA}1/2 —0

et on peut conclure la preuve.
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