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[Durée deux heures. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes. Seule les
reponses soigneusement justifiées seront prise en compte.]

Sume-of-the-odds

Soit N >1 et X, ..., Xy des v.a. indépendantes telles que X; ~ Bernoulli(p;) avec p; € [0,1], j =
1, ..., N. On observe les {X;};—1 _ ~ une a la fois et on peut s’arréter a tout moment. Si on
s’arrét & j on gagne si X; =1 et si X =0 pour j <k < N (c-a-d si X; est la derniére v.a. a
valoir 1). Soit L =sup {k € [1, N]: X;; =1} (on utilise la convention que sup ) =+ 00). La proba-
bilité de gagner en s’arrétant au temps d’arrét 7" est donc

V) =PT=L)=P(Xr=1,X7r41=0,..., Xny=0).

On veut maximiser la probabilité de victoire parmi tous les t.a. T bornés par N et associés a la
filtration {Fj}k=1,. ~n engendrée par les {Xi}r=1,. n~n. On note Vx = supr<n V(T) le gain
optimal pour le probléme d’arrét d’horizon V.

a) Donner la définition de temps d’arrét. La v.a. L est-elle un temps d’arrét?
b) Montrer que Y, =P(L=Fk|F;) = Hj.V:kH (1-pj)Ix,=1 pour k=1,...,N.

¢) Montrer que 'on peut écrire la probabilité de victoire V(T) = P(L = T') en s’arrétant au
t.a. T comme E[Y7].

Montrer par un calcul explicit que E[Zn|Fn_1] est une constante.
Montrer par induction que E[Zj41|Fk]) =E[Zk+1] pour tout k=1,..., N — 1.

)
)
f) Montrer que E[Z],k=1,..., N est une fonction décroissante de k.
) Rappeler la définition de T™* et montrer qu’il est un temps d’arrét pour F.
)

Quelle est la proprieté principale du processus arréte (Zpar+)i=1,.. ~n7 (Eventuellement
donner une preuve).

i) Montrer qu’il existe un entier 7 € [1, N] tel que T* =T, ou

T, =inf {k€fr, NJ: Xy =1}

(Rappel: infy A=inf A si A£() et infy A=N si A=0).

j) Montrer que

G(r)=V(Ty)=
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et donc que la régle d’arrét optimale est 7)., ol r, est la valeur qui maximise G(r).
k) Donner une expression pour E[Z1].
1) Calculer G(r) — G(r — 1) pour r=2,..., N et donner une condition explicite pour 7.

m) Calculer 7, et G(ry) pour N =10 et pr=0.2 pour k=1, ..., 10.



