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Le jeu Googol

Soit θ une v.a.de loi de Pareto Pa(α, 1). La loi de Pareto Pa(α, x) est la loi sur R de densité

f(θ)= αxα θ−α−1
Iθ>x

où θ > 0 et x ∈ R. Soient X1, 	 , Xn des v.a. qui conditionnellement à θ sont i.i.d. avec loi uni-
forme sur [0, θ]. Soit M0 = X0 = 1 et pour j = 1, 	 , n soit Mj = max (X0, 	 , Xj) = max (Mj−1,

Xj). On observe les {Xj}j=0,	 ,n une à la fois et on peut s’arrêter à tout moment. Quand on
s‘arrête on gagne si la dernière v.a. Xj observée est la plus grande parmi toutes les {Xj}j=0,	 ,n

(X0 comprise). On veut maximiser la probabilité de victoire parmi tous les t.a. associés à la fil-
tration {Fk}k=1,	 ,n engendrée par les {Xk}k=1,	 ,n.

a) Les v.a. X1,	 , Xn sont elles indépendantes ?

b) Montrer que la loi conditionnelle de θ sachant X1,	 , Xk est Pa(k + α, Mk).

c) Montrer que Yk =P(Xk = Mn|X1,	 , Xk)= ((k +α)/(n+ α))IXk=Mk
.

d) Montrer que P(Xk = Mk|X1, 	 , Xk−1) = 1/(α + k) et donc que {Xk = Mk} est indépen-
dant de Fk−1.

e) Montrer que l’on peut donc écrire la probabilité de victoire en s’arrêtant au t.a. T comme
E[YT ].

f) Montrer par un calcul explicite que E[Zn|Fn−1] est une constante.

g) Montrer par induction que E[Zk+1|Fk] =E[Zk+1] pour tout k = 1,	 , n− 1.

h) Montrer que E[Zk], k = 1,	 , n est une fonction decroissante de k.

i) Montrer qu’une stratégie d’arrêt optimale est de laisser passer r − 1 nombres et ensuite de
s’arrêter au premierj > r tel que Xj = Mj, où r est un entier compris entre 1 et n − 1.
Soit Tr cette règle d’arrêt.

j) Montrer que

P(XTr
= Mn)=

r − 1 + α

n + α

∑

j=r

n
1

j − 1 +α

et donc que la règle d’arrêt optimale est Tr où r est la valeur qui maximise cette expres-
sion.

1


