[M1 Contrdle de chaines de Markov 2008/09. M. Gubinelli. n.2(1) 22/5/2009]

Existence de régles optimales en horizon infini
On considére les hypotheéses suivantes:

H1. Y*=sup,>1Y, est telle que E[(Y*)1] <+ o0 ;

H2. limsup,—oo Yn < Yoo -

L’hypothése H1 est suffisante pour garantir que les espérances conditionnelles E[Yr|F,] soient
bien définies pour tout t.a. T, en effet on a que (Y7)y < (Y*)4 € LY(Q) et donc on peut définir
sans probléme E[Yr|F,] = E[(Y7)+|Fn] — E[(Yr)-|F,] car le membre de droite de cette égalité
est toujours bien défini: si E[(Yr)_|F,] =+ 00 on a que E[Yr|F,]=— oo car E[(Yr)+|Fn] <+ oc.

Toutes les manipulations des moyennes de Y dans cette section sont justifiées par H1: par
exemple on a que

E[Yr]= E[Y; Ir—y (1)
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car 1 =3, Ip_y et par le théoréme de Fubini:

=00

:E[f Tr—k(Y7)4] = Z E[(Yk)+ Ir—4]
k=1

k=1

étant E[(Y7)4+] <+ o0 on ala (1).

Deux exemples qui montrent 'intérét des hypothéses H1 et H2:

Exemple 1. Soit (X,,),>1 une suite iid de v.a. de Bernoulli de parameétre 1/2. Le processus des
gains est donné par Y, = (2" — 1) X1 X2---X,, et on prend Y, =0. On a que lim, Y,,=0 p.s. donc
Ihypothése H2 est vérifiée. D’autre part, si on note S=inf{n >1: X,, =0}, on a que

supY, = (25"1—1) et P(S=k)=2"(h-Da-1l_o-*

n

ce qui donne
o0 o0
sup Y, = Z (k=1 Z =400

montrant que H1 n’est pas vérifiée. Dans cet probléme il n’existe pas de régle optimale: si T est
un temps d’arrét alors 7'+ 1 est encore un temps d’arrét qui admet un gain moyen strictement
plus grand:

E[Yr41]= Z Yo 11lr—,) Z (2" = DE[X1 Xy 1lr=y]
n=1 n=1
=) @ = DEX - Xl B[X ] = > (27— 1/2) E[X ;- X lr—y]
n=1 n=1

> i (2" — 1) E[Xy X, Ir—,] = E[Y7].



Exemple 2. Soit YV, =1 — 1/n et Yo, = 0. Ici 'hypothése H1 est trivialement vérifiée et H2
non. Il est clair que il n'y a pas existence de régle optimale car plus on attend, plus on gagne
mais si on s’arréte jamais on gagne rien...

Définition 3. On dit que T est un t.a. régulier ssi E[Yr|F,])>Y,, sur l'événement {T >n}.

Remarque 4. On dit que pour une v.a. A et un événement B on a A > 0 sur B ssi P(A >
0|B)=1.

Lemme 5. Supposons H1. Pour tout t.a. T il existe un t.a. régulier T tel que B[Y7] <E[Yj].

Démonstration. On pose 7' =min {n > 1: E[Y7|F,] < Y, }. La définition de T' donne directe-
ment que T < T. En effet sur I'événement {7 = k} on a que E[Yp|Fi] = Vi car Ip—p est Fy-
mesurable et donc E[Yr|Fi]lr—; = E[Yrlr—i|Fi] = E[Yilr—;|Fi] = Yilr—k. Ce que implique
que sur {T=k}onaT <k=T. L’inégalité T < T étant valable sur {T' =k} pour tout k > 1 et
pour k= o0, on I'a sur tout 2.

=00 =00

EYz =Y E[Y,I;_] Z E[Yr|Flls_,) =Y EEYr Lz, |5l
1 n=1

_ Y Bl J—EYil.

Montrons maintenant la régularité de T. L’argument est similaire au précédent. Sur ’événement
{T >n} on a que

EYp|Fol= Y ENili_ i 7> Y EEN|F L | Fal= > EEYrLi_ | FillF)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

ot on a utilisé la définition de T et le fait que {T'>n} C {T' >n}. Maintenant F, C Fj car n <k
et donc E[E[YrLj_, |Fi]|Fn] =E[Y7r1;_,|Fn] ce qui permet de conclure que sur {T">n}

EYz|Fl2 Y Elrli_,|F] =EYr|F)]>Y,
k=n-+1
car T est régulier et on est aussi sur I'événement {T'>n}. Le t.a. T est régulier. O

Lemme 6. Suppose H1. Si Ty et Ty sont t.a. réguliers alors T =max (T1,Ts) est régulier et
ElYr] > max (E[Yr), E[Vz).

Démonstration.

=00

E[Y7]=Y " EYrln—n) = EYrln—nncl+ Y EVrlr—n 1,50
n=1 n=1 n=1
= El¥pln—nn<al + ) E¥nln—nnsnl
n=1 n=1

Par la régularité de 75 on a

E[YT2HT1:N7T2>N] = E[E[YT2|]:”]]IT1:”7T2>”] 2 E[YNHT1:N7T2>N] = E[YTlﬂlen,T2>n]



et donc

ENY7 Iz, = mcn] + Y BY2I1=n 1,50 = E[Y7,].

n=1

[

E[Yr] >

3
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Bien sur le méme argument marche pour 75 et donc E[Yr] > max (E[Yr,], E[YT,]). Pour monter
la régularité de T on utilise un argument similaire pour prouver que

E[Yr|Fo] 2 E[Yy|Fn]  sur{T1>n} (2)
et
EYr|Fo] 2 E[Y|Fn]  sur{T2>n} (3)
par la régularité de 17 et T on obtient
E[Yr|F.) 2 Y, sur {7} >n}
et

E[Yr|F.) 2 Y, sur{Th >n}

mais {T'>n}={T1 >n}U{T2>n} et donc on obtient aussi que E[Yr|F,] > Y, est vérifiée sur
tout I'ensemble {T" > n}. Il nous reste de montrer l'inégalité (2) (le méme argument pouvant
s’appliquer pour la (3)). Sur {T; >n} on a aussi T >n et

=00 =00

E[Yr|F.] = Z E[YrIr =k, mo<k| Fn] + Z E[Y7rLr =k, 70> 5| Fn)
k=n+1 k=n+1

=00 =00

= > Elpln—en<lFl+ Y EYnln—rnsklFl
k=n+1 k=n+1

> Y ENpln—pncklFal+ D ENiln—gnsk|Fal = B[V F).
k=n+1 k=n+1

par la régularité de T5. O

Théoréme 7. Supposons H1 et H2. Il existe une régle d’arrét T° qui mazimise le gain moyen:

E[Yps] =sup E[Y]|=V"™
T

Démonstration. Si V* = — co alors E[Y7] = — 0o pour tout T et donc le résultat est trivial.
Supposons donc que — oo < V* <+ 00. Soit (T},),>1 une suite maximisante de t.a., i.e. telle que
lim, o E[Yr,] = V* Par le Lemme 5 pour chaque T, il existe un t.a. reguher T, tel que

E[Yz | > E[Yr,] et donc la suite (T)n>1 est elle aussi maximisante. Soit T}, = max; < g<n Tn. Par
le Lemme 6 le t.a. T est aussi reguher et par construction la suite (Tn)n>1 est croissante. Il
existe donc la limite T° = lim,,_, oo Tn =supy, Tn qui est un temps d’arrét (exercice). Sur I’événe-
ment {Tb = oo} on a que la suite (Tn)n>1 converge vers + oo et donc par H2, limsup,, Y; <
Yoo = Yoo Sur événement {T” = k} avec k < oo la suite (T},),>1 reste constante a partir d’un
certain index N (qui dépends de w): T, T,, = k pour tout n > N. Dans ce cas on a lim, Vi =Y, =
Y7». Donc on vient de montrer que limsup, Y < Y7p» presque stirement. Pour conclure on utilise
le lemme de Fatou:

V*=limsup E[Y} | < E[limsup Y3, | <E[Yp] <sup E[Yr]=V*
n T

n



ce qui donne finalement E[Y7.] =V*. O

Vendre un bien

On considére le probléme d’arrét suivante: (X,),>1 est une suite iid de loi connue, ¢ > 0 une
constante, Y,, = X,, — ¢ n le processus des gains et Y,, = — oo le gain dans ’éventualité de ne
jamais s’arréter. Ce probléme modélise la situation ou on a un bien & vendre pour lequel on
recoit des offres X, en présence d’'un cotlit de maintien par unité de temps qui est ¢ > 0.

En premiére instance on va déterminer des conditions suffisantes sur la loi des X, pour garantir
Iexistence d’une régle d’arrét optimale.

D’abord une lemme technique.

Lemme 8. Pour tout v.a. Z on a Y >~ P(Z>n)<E[(Z)4] et

E[Z4] < /000 P(Z > 2)dz

Démonstration. Pour la premiére inégalité on a simplement que

oo

P(Z2n)=E[Y Izs.]=El(Z:])] <E[(2)4].

Pour la deuxiéme:

]E[Z+]:E/ ]Iz>zdz:/ P(Z > 2)dz.
0 0

Ensuite on donne des conditions sur la loi de X pour avoir les hypothéses H1 et H2.

Lemme 9. Soit (X,)n>1 une suite iid. Alors
i. si E[(X)4] <400 on a que sup,>1Y, <+ 00 presque sirement et lim,_, 4o ¥, =—00 ;

i. si E[(X)3] <+o00 alors E[(supn>1Yn)4] <400 .

Démonstration. sup,>1Y, <

NE
NE

P(supY, > L)<
n>=1

P(Y,>L)=> P(X,>L+cn)=Y_ P(X>L+cn)
n=1

1

n n=1

=3 PUX ~ L)fe> n) < TB(X ~ L)4]

ou on a utilisé le Lemme 8. Par l'integrabilité de X, I'inégalité (X — L)1 < X4 pour L>0et le
théoréme de convergence dominée on a que E[(X — L);+] — 0 quand L — + oo et donc

P(supY,=4o0)= lim P(sup¥,>L)=0

n>1 L—+4o00  pn>1



pour tout ¢ > 0. Maintenant on peut écrire

Y,=X,—cn/2—cn/2<sup (X —ck/2)—cn/2.
k>1

Par le résultat précédent on a que supy>1 (X —ck/2)=C <+ o0 p.s. et donc

limsup Y, < C +limsup (—¢n/2)=—o0

n— oo n— oo

presque slirement.

Pour mountrer (ii) on observe que

E[(sup Yn)+]:/ooo P(sup Yn>z)dz<%/ooo E((X—z)Jr)dz:lE[/Ooo (X — 2),]d=

n>1 n>1 c

et fooo (x—2)4dz= foz+ (4 — 2z)dz=2%/2 ce qui donne

El(sup Y)+] < 5-EIX3].

n>1

O

Par le lemme précédent, si on suppose que E[X?] < + oo on a bien au méme temps que
lim,, o ¥ < Yo et que E(sup,, Y,)+ < + oo. 1l existe donc une régle d’arrét optimale pour ce
probléme. On la note 7”:

V*=sup E[Yr]| =E[Yp].
T

En général, la régle optimale n’est pas unique. Notre but c’est de déterminer le gain moyen
optimal V* et aussi éventuellement une régle optimale 7” qui atteint ce gain moyen.

Avant de continuer, on aura besoin de spécifier mieux la structure de l’espace 2. On peut
prendre 2 = RN, I'espace des suites infinie de nombres réels avec sa o-algébre Borelienne F. Les
points de Q sont w = (w1, ws, ....) avec wi € R. On considére les v.a. Xj(w)=wy pour k=1,2,....
La probabilité IP est déterminé de fagon unique par la formule

IP(Xl EAl,XQE AQ, ey X GAn) :IP(W €A x - x A xR x ) :P(Al)P(Ak)

ou P(A) =P(X € A) c'est la probabilité associé a la variable aléatoire X. La suite (X,,)n>1 est
bien une suite iid sur la probabilité IP. Sur l'espace 2 on peut considérer la transformation 6:
0 — Q tel que O(wy, wa, ...) = (wa, ws, ...) qui veérifie la propriété X o O(w) = Xi(0(w)) = Xp(wa,
w3, ...) =wg+1= Xk+1(w). On appelle la transformation 0 le shift.

Lemme 10. Si F est une v.a. intégrable sur Q) alors E[F o ] = E[F]. On dit que la loi P est
invariante par rapport a la transformation 6.

Démonstration. Par approximation il suffit de montrer I’énoncé pour une v.a. bornée F € Fy,
pour un quelque k& € N. Par la Fi-mesurabilité de F' on a qu’il existe une fonction mesurable f:
RF— R tel que F = f(X1,..., Xi) et donc que F(w)= f(wi,...,wx). On a donc

Fof(w)=FO(w))= f(O(w)1,-.., 0(w)k) = f(wa,...,wr) = F(Xa(w), ..., Xp1+1(w))



ce qui donne E(F o 0) = E[f(Xa, ..., Xi+1)] = E[f(X4, ..., Xk)] = E[F] car le vecteur aléatoire
(Xa,..., Xk41) et le vecteur (Xy,..., Xi) ont la méme loi. O

Maintenant on peut caractériser le gain moyen optimal et décrire un temps d’arrét optimale:

Théoréme 11. Le gain moyen optimal V* satisfait I’équation suivante:
c=E[(X —V*)4]
et le temps d’arrét Ty~ =1inf{n >1: X,, > V*} est optimal: E[Yp,.]=V*.

Démonstration. On va décomposer la preuve en différentes étapes. Soit 7 un temps d’arrét
optimal. Il existe un ensemble mesurable A C R et une famille de temps d’arrét {T;b :x € R} tels
que

1 si Xj(w)e A
b _ 1
Plw)= { 1+ Tbb(e(w))xl(w) sinon

On notera T”°(0(w)) x, (w) = ((I** 00) x,)(w) On a alors que
EYp]=E[Yr Ix,ea] + E[Y7 Ix,ga] = EY1 Lx,e ] + E[Y14 (7v00) , Lxi 4]
=E[(X1 = o) Ix,eal + E[((Y 0 0)(120) , — ¢) Lx, 4]
=E[(X1—¢)Ix,eal + E[(E[(Y 0 0) (5209 |F1] — ) Lx, ¢ ]

ol on a utilisé I'égalité Yy, 1 =Y, 00 —c. On a aussi que [(Y 0 0) 100 |(w) = Yo, g1 (0(w)) =
[(Yrss) o 0](w) qui est une variable aléatoire qui ne dépends pas de w; et donc de Xi(w). Le
calcul de I'espérance conditionnelle & droite donne

E[(Y 00)(1s00), [F1l =E[(Y 00)(7000) . | X1] = (X1)

ot p(z) =E[(Y 08)pwog),] = E[(Y7s) 0 0]. Par la propriété d’invariance du shift 6 par rapport a
la probabilité¢ P on a que ¢(z) = E[Y7w|, évidemment donc ¢(z) < supr E[Y7] = V* pour tout
x €R (en effet il suffit z € R\A). A ce point on a que

E[Yr:] = E[(X1—¢)Ix,eal + E[(¢(X1) — ¢)Lx,¢4]

Maintenant on va montrer que I'optimalité de T” implique que o(z) = V* et que elle implique
aussi A={x € R:x>V*}. Cela va permettre de conclure.

Supposons par absurde que il existe un ensemble B C R tel que P(X; € B N A°) > 0 et que
o(x) < V* pour x € B. Alors on peut considérer la régle d’arrét modifié suivante:

1 si Xj(w)e A
Ti(w)={ 1+T°(0(w)) siXq(w) e BN A
1+T°(0(w))x,(w) sinon

la régle T} di que si X; € BN A€ on va utiliser la régle optimale 77 (ou n’importe quelle autre
régle optimale) pour continuer. Le gain moyen de 77 est

E[Yr]=E[(X1-c)Ix,eal + E[(V*—¢)Ix,ga x,e8] + E[(9(X1) — ¢)Ix,¢a, x,¢5]



maintenant par la définition de B on a que Elp(X1)Ix,¢a x,e8] < E[V*Ix ¢4, x,eB] et donc
que

E[Yr,] > E[(X1—c)Ix,eal + E[(¢(X1) = ¢)Ix,¢ga,x,e8] + E[(p(X1) — ) Ix,¢4,x,¢ 5] = E[Yp]

ce qui est en contradiction avec optimalité de T°.

On a donc ¢(X;) = V* presque strement sur {X;£A}. Le gain moyen de T® prends alors la
forme

E[Yp] =E[(X1 —¢)Ix,eal + E[(V* = ¢)Ix,ga] =V* —c+ E[(X — V*)[xeal

Maintenant on veut montrer que nécessairement A = A, = {& € R: > V*}. D’abord on
remarque que E[(X —V*)Ixca KE[(X —V"Ixea,|=E[(X —V*)Ix,>v+]=E[(X —V*)4] car

E[(X — V*)Ixea) = E[(X — V)1 Ixeal — E[(X - V*)_ Lyl
<E[(X = V)3 Ixeal <E[(X - V)],

En plus, si A# A, on a que E[(X —V*)_Ixeca] =E[(X —V*)_Ixeca xga,]>0car (X -V*)_>
0 en dehors de A, et que si A+ A, alors AN A+ (). Ce qui implique que si A+ A, on a

E[(X —V)Ixea <E[(X —V*)Ixea,]

Donc si A+ A, on peut construire une régle d’arrét modifié T5 telle que

. 1 si Xl(w) cA,
(@) { 14+ T"(6(w))x,(w) sinon

e pour laquelle

E[Yr]=V*—c+E[(X - V*)Ixea] > E[Ys].

On trouve encore une contradiction avec I'optimalité de T° ce qu’'implique que A = A, et donc
que le gain optimal satisfait 1’équation

V*=E[Yp]=V*—c+B[(X - V)Ixea]=V*—c+E[(X - V)]

ce qui est équivalent a E[(X —V*)4]=c.

Pour déterminer une régle d’arrét explicite on introduit la famille de temps d’arrét T, = inf {n >
1: X,, > o} pour tout a € R. Un calcul direct donne que

E[X]IX?@] —C

E[(X —a)lxza]—c_ E[(X—a)i]—c
P(X >a)

EYr,]|=E[Xr,]| - cE[T,]= P(X >a) P(X>a)

:a+

et si on prend oo =V* on a E[Ty.] = V*. Le temps d’arrét Ty« (premier instant d’atteinte de le
seuil V* par le processus X,,) est donc un t.a. optimal pour le probléme. O

Le principe d’optimalité

La preuve du théoréme précédent nous éclair sur la condition d’optimalité pour un temps d’arrét

Lemme 12. Si T’ est un temps d’arrét optimal alors au temps n on doit avoir

E[Yps|Fo] 2 E[Yr|F,]  sur{T°>n} (4)



pour tout temps d’arrét T qui vérifie presque sirement T >n.

Démonstration. En effet si ca n’est pas vrai il existe un ensemble B € F,,, B C {T” > n} et
un temps d’arrét S > n tel que E[Yp|F,] < E[Ys|F,] sur B et P(B) > 0. Mais dans cet condi-
tion on peut construire un nouveau temps d’arrét

T Sb surBC
T° sur B

(vérifier que cette définition donne bien un temps d’arrét) et on aura que
E[Yr|=E[Yrlg] + E[Yr Ig] =E[Yslg] + E[Y 5]
=E[E[Ys|Fu)ls] + E[Yplpe > E[E[Y| Fullp] + E[Yplpd] = E[Yp)

ce qui donne une contradiction. O

On interpréte cette observation en disant que un temps d’arrét optimal doit 1’étre a chaque
temps, dans le sens précis donné par l'eq. (4): a tout temps n et dans toutes les condition du
jeux, je peut continuer & utiliser le temps optimal car il n’existe null’autre temps d’arrét qui
donne en moyenne un gain futur meilleur.

Pour caractériser le meilleur gain moyen qui on peut s’attendre dans le futur au temps n on
introduit la famille de v.a.s

V;y = sup E[Yr|F,) (5)

T>=n

c’est a dire: conditionnellement au passé du temps n on considére le gain moyenne de toutes les
régles d’arrét T dans le futur du temps n (i.e. telles que T > n presque stirement, avec n inclus)
et on l'optimise. Cette définition porte une légére difficulté technique: a savoir, les temps d’arrét
qui prennent valeurs dans l’ensemble [n, + co] sont non dénombrables (pourquoi?). Donc l'opéra-
tion de maximisation doit prendre en compte une quantité non dénombrable de variables aléa-
toires et ¢ca peut conduire a une fonction sur 2 qui n’est pas mesurable, et donc le sup dans I’eq

(5) peut n’étre pas une variable aléatoire, ce qui est la chose la plus embétante en probabilités.
Et méme si le supremum est mesurable il peut ne pas étre ce que on s’attend, comme démontre
I’exemple suivante:

Exemple 13. Soit U ~U([0,1]) et Y; = Ty—; pour t € [0, 1]. Alors supse[o,1) Yz = 1 mais P(Y; >
0)=0. Donc les v.a. Y; sont presque stirement nulles mais leur supremum est 1!

Pour contourner cette difficulté il faut introduire une notion différent de supremum, le
supremum essentiel.

Définition 14. On dit que une v.a. X est le supremum essentiel d’une famille {Yi}icr des v.a.
et on note X = esssupier Yz, sst P(X > Y;) = 1 pour tout t € I et si X' est un autre v.a. qui
vérifie P(X'2Y,) =1 pour tout t € I alors P(X' > X)=1. En mot: X est la plus petite v.a. qui
majeure toutes les v.a. Y; presque sidrement.

On admettra l'existence du supremum essentiel et aussi ’existence d’'un sous-ensemble J C [
dénombrable pour lequel esssup;c 1Y =supicy Y.



Maintenant on peut définir:

Vi =esssuprs,E[Y7r|F) (6)

qui est une v.a. F,, mesurable. Bien évidemment on a que Vi = V* le gain moyen optimal du
probléme d’arrét. Par nos observation précédentes on a aussi que

E[Yp|Fol =V sur {T°>n}.
Soit maintenant n > 1 et S un t.a. supérieur ou égale a n. On a
E[Ys|Fn] = E[Yslg=n|Fn) + E[YsLssn|Fn] = Yals=n + E[YsIs>n+1|Fn]
=Y, ls—n +E[E[Ys|Fri1]lszni1|Fn] < Vals—pn + B[V 1| Follssn <max (Y, E[Vy 4] F)).
Comme ceci est valable pour n’importe quel temps d’arrét S >n on a que
Vir = esssups>nE[Ys|Fn] < max (Y, E[Vii1]|Fn)).

Pour montrer 'inégalité opposée on remarque que, évidemment, Y, < V3. Il nous reste donc a
montrer que V7 > E[V,;71|F,]. On aura besoin des versions conditionnelles des Lemmes 5 et 6.

Définition 15. On dit que un t.a. T est régulier de n en avant si pour tout k>n on a

E[YT|fk] >Y, sur {T> k}

Lemme 16. Supposons H1. Pour tout t.a. T >n il existe un t.a. régulier T >n den en avant
tel que E[Yr|F,] <E[Y;|F,].

Lemme 17. Suppose H1. Si Ty > n et 15 > n sont t.a. réguliers de n en avant alors T = max
(Th, T3) est régulier de n en avant et

E[Yr|F,] 2 max (E[Y | F.], E[Yr,|Fn)).

Les preuves des ces deux lemmes sont des adaptations élémentaires des preuves des Lemmes 5 et
6 aux espérances conditionnelles.

Par la définition de V;71; on a que il existe une suite des temps d’arrét (T)r>1 telle que Ty >
n+1 et que V11 =supg E[Y7,|Fpn+1]. Par le Lemme 16 on peut remplacer la suite (Tk)x>1 par
une suite (T})r>1 de t.a. réguliers de n + 1 en avant telle que V71 = supy E[Yr;|F,q1]. Soit
Ty =max; <;<x /. Par le Lemme 17 on a encore V,5; 1 = supy E[Y7,|Fn41]. Donc

Vi 2 ElYry| Fo] = BEY 1| Fn1][ Fo] > B max EYzy|Fni1][ ]

ot la derniére inégalité est due au Lemme 17. Maintenant la suite max;<i<x BE[Y7y|Fi1] est
croissante en k et converge de facon monotone a V7, ;. Donc par le théoréme de convergence
monotone Vi¥ > E[Vi 1| F,)].

Si n =0 on montre facilement que V5" = E[V{]. On est donc arrivé & montrer le principe d’opti-
malité suivante, qui dépends seulement de I’hypothése H1:

Théoréme 18. (Principe d’optimalité) Supposons H1. La suite (V;\)p>1 satisfait I’équation
Vi =max (Y, E[Vi 1| F,]) et V*=E[V{].



On a aussi monté qui si 7° est un temps d’arrét optimal alors E[Yys|F,] = Vir sur {T° > n} et
donc sur l'ensemble {T° = n} on doit avoir ¥, = V;* ou, ce qui revient au méme, Y, >
E[V;;11|Fn]: une régle optimale s’arréte seulement si le gain est égale au gain moyen attendu
pour une continuation optimale du jeu. La régle optimale qui s’arréte le plus tot est

T*=inf{n>1:Y,=V;}.
On remarque que cette régle est optimale seulement si effectivement une régle optimale existe

(donc par exemple si 'hypothése H2 est vérifiée). Dans exemple 2 on a V;; =1 et Y,, < V;} pour
tout n>1 ce qui donne T* =+ 0o mais Yo, =0!

L’optimalité de T peut étre établi par ’argument suivante: si une régle optimale T” existe, alors
sur {T°=n} on a T*<n et donc T* < T"

E[Yylrs—p] = E[E[Ys | Fullrs—n] = B[V I — ) = E[Yp I —p)

pour tout n € N et E[Yulr— 1 oo] = E[Yrlrz 4 oo et done E[Yy] = E[Yrs].

Cadre Markovien

Dans le cas markovien (i.e. quand Y, = y,(X,) et (X,)n>1 est une chaine de Markov) on a que
Vi = esssupr s E[Y71 |Fy] = esssupr>,E[Yr| X,,]

ce qui donne que est o(X,,) mesurable et donc V;} = v,(X,,) et 'équation pour le t.a. optimale
T* devient

T*=inf{n>1:v,(X,) =yn(Xn)} =inf{n > 1:v,(X,) 2 Elyn+1(Xn+1)| X}

Dans le cas ou la suite (X,),>1 est indépendante on a en plus que le principe d’optimalité se
simplifie en

Un(Xn) = max (yn(Xn)a ]E[Un-H(Xn-i-l)lfn]) = max (yn(Xn)v ]E[Un+1(Xn+1)])

donc si on pose ¢p11=E[vn,+1(Xnt1)] on a que Parrét est déterminé par la condition y,(X,) >
Cnt1 €t que ¢, satisfait ¢, = E[max (y,(X,), ¢n+1)]. Le t.a. T* est donc donné par une condition
de dépassement d’une seuil: c’est le premier instant ot Y;, > ¢,4+1. On note que V*=E[V{] = ¢1.

Reprenons donc le probléme de vendre un bien avec gain Y,, = X,, — ¢n. C’est un probléme mar-
kovien avec une chaine iid ou on a

Lemme 19. Dans ce probleme: v,(z)=wv1(x) —c(n—1).

Démonstration. On peut démontrer cette formule de la fagon suivante: soit T un temps
d’arrét > n et qui dépends seulement des v.a. X,, X,i1, .... On peut écrire T = t(X,,
Xy41,...) +n —1 ou t est une fonction mesurable t: RN — N tel que ¢ > 1. Alors

EYr|X,=2]=E[X, 114X Xpi1,.) —c(n—1) —ct(Xpn, Xny1,...) | Xp = 2]

par la propriété de Markov et ’homogénéité de la chaine (X,,),>1 on a que pour tout fonction
mesurable f:

E[f(Xn, XnJrl, )|Xn:$] :E[f(Xl, XQ, )|X1 :SC]
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et donc

E[Y7|X, =2 = E[X;(x,x,,.) — ct(X1, Xo,...)|[ X1 =2] —c(n - 1) =E[Yp/ X1 =2] —c(n — 1)

ou T' = ¢(Xy, Xo, ...) est un temps d’arrét > 1. Il est clair que pour tout t.a. T’ > 1 il existe
aussi un temps d’arrét T > n tel que

E[YT|Xn :.’L'] = E[YT/|X1 = (E] — c(n — 1)
et donc que

esssupT>nIE[YT|Xn = :L'] = esssupT/>1]E[YT/|X1 = :C] — C(TL — 1)
ce qui donne la thése. O

Le principe d’optimalité s’écrit sous la forme
V*=c1=E[max (Y7, c2)] = E[max (X1, ¢1)] — ¢ =E[max (X1, V*)] — ¢

qui est la condition trouvé précédemment avec une démonstration plus compliquée.

Considérons maintenant le méme probléme avec le gain };n =M, — cn ou M,, = maxi<r<n Xk
Ici on peut reconsidérer une des offres que on a regu et non pas seulement la derniére. Le gain
est une fonction du processus (My),>1 qui est un processus de Markov: M, ;1 = (Xp41 —
M,)+ + M, et donc la loi de M, 1 dépends de (M, ..., M,,) seulement par moyen de M, Ici
donc

vp(m) = sup E[Yp|M, =m] = sup E[Yr|M;=m] —c(n—1) =vi(m) —c(n—1)
T>n T>1

le temps d’arrét optimale 7" est donné par le premier instant ot y,(M,) = v,(M,) (avec
Yn(m) =m —cn). On veut montrer que Y7+ = Yiz+. Sur I'événement {T"=n} on a que yp(My) <
vi(My) pour tout k <n. Pour k=n — 1 on a deux possibilités: soit M,, > M,,_1 soit M,, = M, _,
dans ce deuxiéme cas yn(My) = yn(Mn—1) = Yyn-1(Mp—-1) — ¢ < vp_1(Mp_1) — c=vp(Mp_1) =
vn(My,) ce qui est impossible. Donc on doit avoir M,, > M,,_1 ce qui implique que M,, = X,,.
Donc Mj+ = X7+ et donc };T* = Y;7+. Mais alors le probléme avec le maximum a le méme gain
moyen optimale du probléme sans maximum, car pour tout t.a. 7 on a

E[Yz-]| =E[Yz-] > E[Yr] > E[Yr]

et donc E[Y7+] est le gain moyen optimale V* qui satisfait c=E[(X — V*)4].
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