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Rappels sur les intégrales multiples

Théoréme 1. [Fubini-Tonelli, cas n=2] Soit f:IR?— R une fonction positive, alors

/RZ f(z,y)dzdy:[R (A)Lf(x,y)d:zc)dy[R (Af(x,y)dy>d:c.

Ou les trois termes sont ou bien fini et égauzr ou bien simultanément + oo. Si f est de signe
quelconque mais intégrable au sens que fR2 | f(z, y)|dedy < + oo alors Uégalité des trois inté-
grales reste vraie.

Exemple 2. f(z,y)=ze "¥I;>0l1<y<2. D’un part

/ f(, y)dudy = / ( / :cefyﬂz>odsc)ﬂl<y<2dy
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:/ </ y2$e—myﬂx>odx>ﬂl<—g<2dy
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D’autre part

Vecteurs aléatoires a densité

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Un vecteur aléatoire X de dimension n (ou dans R™) est
une application X: Q — R" telle que tout les ensembles de la forme {X € B} = {w € O: X (w) €
B} pour B Borélien de R™ appartiennent a la tribu .A. En particulier on peut calculer la proba-
bilité P(X € B) de I'événement {X € B} (car P(A) est définie pour tout A € A). La loi de X est
la Papplication qui & tout B Borélien de R™ associe P(X € B). On appelle fonction de réparti-
tion de X la fonction Fx: R™— [0, 1] définie par

Fx(wl, ceey xn) :H)(Xl < Tlyenny Xn < .Tn)

ot (X;)i=1,...n sont les composantes de X = (X1, ..., X;,) (donc des v.a. réelles). La fonction de
répartition caractérise la loi de X, i.e. n’importe quel événement {X € B} peut étre calculé a
l’aide de F'x.

Exemple 3. Soit n =2 et B=[r1 y1] X [z2, y2] alors il est facile de vérifier que
P(X € B) =P(X1 € [v1, 1], Y € [v2, y2]) = Fx (y1, y2) — Fix(y1, 22) — Fx (1, y2) + Fx (21, 22)

en utilisant les propriétés élémentaires des probabilités (en particulier P(A U B) = P(A) +
P(B)—P(ANB)).



Définition 4. On dit que X admet une densité fx: R™ — Ry ssi pour tout Borélien B € B(R"™)
(la tribu Borélienne de R™) on peut exprimer la probabilité de l’événement {X € B} par une
intégrale sur B de fx:

IP(XEB):/ fx(z1,0y zp)dey--da, .
B

La densité, si elle existe, est unique et caractérise la loi de X. On a que
Ix(z1...,xp)dze--dz, =P(X eR") =1
Rn
en particulier fx est intégrable. La fonction de répartition Fx: R™— [0,1] de X est donné par
def ta tn
Fx(tl,...,tn):]P(Xl<t1,...,Xn<tn):/ / fx(l'l,...,l'n)dl'l“-dl'n.
— o0 — o0

c’est la probabilité de 'événement {X € B} pour B =] — 00, t1] X ==+ X | — 00, t,,] CR™. On peut
déterminer la densité en dérivant la fonction de répartition:

fX(tla"')tn): FX(tla)tn)

Ot1---0t,,

formule valable en tout point de continuité de 0" Fx(t1,...,tn)/0t1---Oty.

L’interprétation intuitive de la densité fx est la suivante: si Ax; < 1 alors la probabilité de
lévénement {X; € [z;, x;+ Az pouri=1,...,n} est approchable par

zr1+Az
P(X; € [z;,z; + Az;]pouri=1,...,n) :/

Tn+Azy,
/ Fx(tr, ooy tn)dty--dty,
xrq Tn
~ fx(x1y.0, Tn)Axy- Ay, .

La densité est donc proportionnelle & la mesure de probabilité d’un petit voisinage du point
(21, ..., zp). Autrement dit, si B,(z, d) C R™ est la boule n-dimensionnelle de rayon § centré en
x €R™ et V,,(8) =|Bp(x, )| le volume de B(z, ), i.e.

vn(a)é( : dty---dt,

alors si § < 1 on a I'approximation P(X € B(z,9)) ~ fx(z) V,(9).

Exemple 5. Soit Z = (X, Y): Q — R? un couple aléatoire dont la fonction de répartition est
donnée par

Fz(x,y)=q(x) q(y)

ot ¢(s)=max (0, min (s,1)). Alors

P 1 siz€]0,1[ety€]0,1][;
fZ(xﬂy)_mFZ(‘r?y)_{ 0 sinon.



Donc f est la densité uniforme sur le carré [0, 1]
Densités marginales

Définition 6. Si Z est un vecteur aléatoire dans R™ admettant une densité fz alors tout sous-
vecteurs Y de Z de dimension k <n admettent une densité qu’on obtient en intégrant fz par rap-
port aux composantes qui ne figurent pas dans Y. On appelle cette densité la densité marginale
de Y. Explicitement si Y =(Z1,..., Zx) alors

P(Y € B)=P((Z,..., Zx) € B)=P(Z € B x R"¥) :/ Fraso ) dzgedin

(21,...,25) €EB

:/ (/ kfZ(Zla...,Zk,ZkJrh...,Zn)deJrl...dzn)dzl...dzk
B R™—

done fy (y1,.... yx) = fRn,k Fz(Y1s oo Yk Zhg 15 oes 2n)d2p g1 d 2.

Cas particulier (n = 2). Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire bidimensionnel de densité fy.
La densité marginale de X est fx(z)= [ fz(x, y)dy et la densité marginale de Y est fz(y) =
f]R fZ('rv y)dl'

Exemple 7. Considérons le couple (X,Y) de densité

e Y
fax (@, y)= amﬂo<z<y2 Iy>o

e Déterminer a >0 t.q. f(x,y) soit correctement normalisée.
e Déterminer les densités marginales fx et fy.

e Calculer P(X >1).

Calculons
e v dg
I :/ fix,y $,y)dacdy:a/ / = le-vdy
e ) 0 0o 2V
:a/ ye Ydy=«
0
donc a=1.
fx() :/ fx vz, y)dy= Lo>o [~ €*ydy:£Hz>o
R ’ 2Vz ) sz 2z

2

_y [V dx -
)= [ S e =Ls0e [© S myevn,

11>(X>1):[O fX(z)dx:/loo € o=t



Densité et espérance conditionnelle

Définition 8. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire dans R™ x R™ admettant une densité fz.
Sotent fx et fy les densités marginales des vecteurs X et Y. On appelle densité conditionnelle de
X sachant Y =y la densité donnée par

Ix|y=y(z) f(Xf+((;)’y) pour tout y € R™¢.q. fy(y) > 0.

Cette définition est motivée par le fait que, si 6 < 1:

_ P(X €Bu(z,68),Y € Bu(y,9)) ’
P(X € By(z,0)|Y € Bu(y,0)) = P(Y € Bn(y,0)) . fy (y)Va(6)

~ f(X,Y)(zvy)V

fr(y) m(0) = fx |y =y(2)Vim(0)

donc la densité conditionnelle est proportionnelle & la probabilité conditionnelle de trouver X
dans une petite boule centréeen x sachant que Y est dans une petite boule centrée en y.

Exemple 9. Considérons Z = (X, Y) de densité fz(z, y) = 222 2@+, .. Quelle est la
densité conditionnelle de X sachant Y = y?

Calculons d’abord fy(y):
Y
fy(y):/ 2A2e—k<w+y>no<z<ydx=2Ae—kyﬂy>o/ e Mdz =2 e M (1 —e M),
R 0

Il vient que

2A2€_)\(I+y)lo<z<y 7A€7Azﬂo<z<y
2Xe (1 —e M), 50 l—e

Ixy=y(z)= pour tout y > 0.

Définition 10. Une famille (X;)i=1,.. n de v.a. est indépendante ssi pour tout B;, i =1,...,n,
on a que les événements {X; € B;}i=1,...n sont indépendants, i.e.:

P(X;€By,..., X, € B,) =P(X1 € By)---P(X,, € By).

Dans cette définition les v.a.s X; peuvent étre réelles ou bien des vecteurs aléatoires elles mémes.
Les v.a. X,Y sont indépendantes ssi Fix y)(z,y) = Fx(x) Fy(y). Pour les v.a. avec densité on a
la proposition suivante.

Proposition 11. Soient X et Y 2 v.a. admettant respectivement les densités fx et fy. Alors X
et Y sont indépendantes ssi fx|y—, ne dépend de y. Dans ce cas la fx|y—,(r)= fx(z).

Démonstration. Si X, Y sont indépendantes alors Fix yy(x, y) = Fx(z)Fy(y) et donc on a
que le couple admet la densité jointe f(x yy(z,y)= fx(z) fy(y) car

0 0
Frayt X&) = g Fx (@) Fy(y) = fx () fr(y)



et donc fx|y—,(z) = fxv)(z, y)/ fy(y) = fx(x) qui ne dépend pas de y. Réciproquement on a
fx (@, y) = fx)y=y(x) fy(y) et si la densité conditionnelle ne dépends pas de y

fX(iE):/ f(X,Y)(zvy)dy:fX\Y:y(x)/ fy(w)dy = fxjy=y(x)
R R
et donc fix vy(z,y) = fx(x) fy(y) qui implique I'indépendance de X et Y. O

Proposition 12. Soient X et Y deux v.a. avec densité jointe f(x yy(x, y). Alors X et Y sont
indépendantes ssi il existe deux applications g, h telles que fx yvy(z, y) = g(x)h(y) pour tout
couple (x,y) t.q. fix vy(x,y)>0.

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes alors on peut prendre g = fx et h = fy. Réci-
proquement: supposons que f(x y)(z,y)= g(x)h(y):

Fxla) = A fox (@ y)dy = g(a) A My, fr(y)=hy) A g(z)de

1= [fat@pto= [ g)a [ nindy
et donc fix vy(z,y) = fx(x) fy(y). -

Exemple 13. Soit (X, Y) un couple de v.a. dans R? admettant pour densité fix vy(z, y) =
8xylpcz<y<i. X et Y ne sont pas indépendantes car la fonction Iy« <y<1 ne peut pas s’écrire
sous la forme d’un produit.

Espérance conditionnelle

Si X est un vecteur aléatoire dans R™ admettant fx comme densité et g: R” — R est une fonc-
tion positive alors on défini espérance E[g(X)] de la v.a. g(X) par la formule

Elg()] = | go) fxla)a (1)

qui est toujours une quantité positive bien définie méme si elle peut prendre la valeur + oco. Si g
est de signe quelconque et E[|g(X)|] < oo alors on dit que g(X) est intégrable et on peut définir
lespérance de g(X) par la méme formule (1). Si g(X) n’est pas intégrable 'intégrale dans la
formule (1) n’est pas bien définie.

Définition 14. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire de R™ x R™. Soit g: R™ x R™ — R une
fonction telle que g(X,Y) est intégrable, c-a-d E|g(X,Y)| <+ oco. On appellera espérance condi-
tionnelle de g(X,Y) sachant Y et on notera E[g(X,Y)|Y] la v.a. ¥(Y) ou

V)= [ gle ) fxyofadde,  VEER™ fy(y)>0.

11 est importante de remarquer que l'espérance conditionnelle E[g(X,Y)|Y] est une variable aléa-
toire.



Exemple 15. Revenons a I'exemple 9 et calculons E[X Y'|Y] (il faut donc prendre g(z, y) =
x y). Vérifions d’abord la condition d’integrabilité (qui donne sens au calcul de l’espérance con-
ditionnelle):

]EHXY”:/2 |-Ty|f(X,Y)($ay)dxdy:2)\2//$y€7A(I+y)]I0<z<ydxdy
R

00 00 oo 2
<2)\2/ / zye/\(m+y)d:cdy2)\2</ xe_”\c”d:c> <0
o Jo 0

donc XY est bien intégrable.

Ae Mo ey Ay Yo s
\I/(y):[Rxny|y:y(:E)dx:y]Iy>0[R:I: 176—</\y<yd$:176—xyly>0/0 re  dx

1—e M- )\ye ™

U(y) = 5 Lyso .

et donc

Y 1—e Y —\Ye Y

EXY|Y]=1——y 5

Proposition 16. Soit h une application de R™ x R™ — R telle que g(X,Y)h(Y) est intégrable.
Alors

1. Elg(X, Y)[Y]A(Y) =E[g(X,Y)h(Y)]Y]

2. B[E[g(X, Y)[Y]h(Y)] =E[g(X,Y)n(Y)]

Démonstration. Soit ®(Y)=E[g(X,Y)[Y] et U(Y)=E[¢(X,Y)h(Y)|Y] ou
B0)= [ gl fxy@de. )= [ gl by fxyy o)
alors U(y) = h(y)®(y) qui donne la premiére égalité. Pour la deuxiéme on remarque que
E[E[g(X,Y) VA )] = ()] =EF ()] = [ () (1)

=/ g(@, Y)h(Y) fx |y =y(@) fy (y)dady =/ g(z, y)h(y) fix,v)(z, y)dzdy
R»xR™ R™»xR™

=E[g(X,Y)h(Y)]
par la définition de la densité conditionnelle et d’espérance. ([l
Cas particuliers:
e gla,y)=a et h(y)=1: BE[X|Y] = E[X]

e g(x,y)=1, h(Y) intégrable: E[h(Y)|Y]=h(Y).



Rappels sur la variance/covariance. La covariance Cov(X, Y) du couple (X, Y) de v.a.
réelles est donnée par Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. La variance de X est Var(X) =
Cov(X, X) = E[(X — E[X]))] > 0. Si Var(X) = 0 alors X = E[X] est une constante. La cova-
riance est une fonction symeétrique (Cov(X,Y) = Cov(Y, X)) et lineaire par rapport a chacun de
ses arguments (Cov(aX + BY,Z) = aCov(X, Z) + 3Cov(Y, Z)). Var(aX + c¢) = a? Var(X). On
a I'inégalité

Cov(X,Y)?< Var(X) Var(Y)

[preuve: considérer le discriminant du polynoéme positive p(t) = Var(X +¢Y) > 0]. Le coefficient
de corrélation px,y est défini par

Cov(X,Y)
Var(X) Var(Y)

pPX,Y = e[-1,1]

Si px,y =% 1 et Var(Y) > 0 alors existe a € R tel que Var(X — aY) =0 et donc X — aY =
constante qui donne que Cov(X,Y) = Cov(aY,Y) = aVar(Y), Var(X) = o?Var(Y) et px.y =
sign ae. Donc on voit bien que le signe de « est celui de px y.

Définition 17. On appelle variance conditionnelle de X sachant Y et on notera Var(X|Y) la
v.a.

Var(X[Y) = E[(X - E[X [Y])?|Y]

Proposition 18. On a Var(X|Y)=E[X?Y] - (E[X|Y])?

Démonstration.
Var(X|Y) =E[X?2-2XE[X|Y]+ (E[X|Y])?Y]
=E[X?]Y] - 2(E[X [Y])? + (E[X[Y])?
=E[X?]Y] - (E[X|Y])?
car E[ X E[X|Y]|Y]=E[X|Y]E[X|Y] et E[(E[X|Y])?|Y]=(E[X|Y])2 O

Proposition 19. (identité de la variance conditionnelle) Soient X et Y 2 v.a. sur le méme
espace de probabilité et E[X? <+ oco. Alors Var(X)=E[Var(X|Y)]+ Var[E(X|Y)]

Démonstration.
Var(X) = E[X?] - (E[X])* = E[E[X?Y] - (E(X[Y))?] + E[(E(X|Y))?] - (E[E[X [Y]))?

— E[Var(X|Y)] 4 Var[E(X |Y)] 0



