
[L2 Stat 2008/09 - Massimiliano Gubinelli, Fadoua Balabdaoui-Mohr - poly n.2 (r.4)]

Vecteurs aléatoires Gaussiens

Préliminaires

Notation pour les vecteurs et les matrices. Tout vecteur u ∈ Rd est un vecteur colonne
(autrement dit une matrice avec une colonne et d lignes, ou d × 1). Si A ∈Rmn est une matrice
m × n (m lignes et n colonnes) d’élément courant Aij pour i = 1,	 , m, j = 1,	 , n alors AT est

la matrice transposée qui est une matrice n × m d’élément courant (AT)ij = Aji, i = 1, 	 , n, j =
1,	 , m.

Si A est une matrice n × m et B une matrice m × k alors le produit (lignes par colonnes) AB

est défini étant la matrice n × k d’élément courant (AB)ij =
∑

ℓ=1
m

Aiℓ Bℓj pour i = 1, 	 , n et

j = 1,	 , k. On a que (AB)T = BT AT . On note Id la matrice identité d × d, i.e. (Id)ij = 1 si i =
j = 1,	 , d et (Id)ij = 0 si i� j, i, j = 1,	 , d.

La transposée uT d’un vecteur u ∈ Rd est un vecteur ligne (ce qui revient au même à une

matrice 1 × d); si u ∈ Rn et v ∈ Rm alors le produit matriciel uvT est une matrice n × m d’élé-

ment courant (uvT )ij = ui1(vT)1 j = ui1vj1 = ui vj pour i = 1,	 , n et j = 1,	 , m; si u∈Rn et v ∈
Rn le produit matriciel uTv est une matrice 1 × 1 d’élément (uTv)11 =

∑

i=1
n

(uT)1i vi1 =
∑

i=1
n

ui vi qui n’est rien d’autre que le produit scalaire des deux vecteurs u et v.

Si X est un vecteur aléatoire de dimension d alors E[X ] est le vecteur de dimension d tel que
(E[X ])i = E[Xi]. Si A est une matrice aléatoire alors E[A] est la matrice d’élément courant
(E[A])ij =E[Aij].

Matrice de covariance. Soit X = (X1, 	 , Xn) un vecteur aléatoire dans Rd tel que E[Xj
2] < +

∞ pour tout j = 1, 	 , d. On appelle matrice de covariance du vecteur X , et on la notera Σ, la
matrice d’élément courant Σij =Cov(Xi, Xj), i, j = 1,	 , d.

Proposition 1.

1. Σ =E[(X −E[X ])(X −E[X])T ]

2. Les éléments diagonaux sont les variances des composantes de X: Σii =Var(Xi).

3. Pour tout u∈Rd: Var(uTX)= uTΣu.

4. Σ est symétrique et semi-définie positive: Σij = Σji et uTΣu> 0 pour tout u∈Rd.

Démonstration.

1. E[(X − E[X])(X − E[X ])T ] est une matrice d’élément courant E[(Xi − E[Xi])(Xj −
E[Xj])] =Cov(Xi, Xj)= Σij.

2. Σii =Cov(Xi, Xi)=Var(Xi)

3. Var(uTX) =Var(u1X1 +
 + udXd) =Cov(
∑

i=1
d

uiXi,
∑

j=1
d

ujXj) =
∑

i,j=1
d

ujujCov(Xi,

Xj)=
∑

i,j=1
d

ujujΣij = uTΣu. La covariance étant une fonction bilinéaire.

4. Σij =Cov(Xi, Xj) =Cov(Xj , Xi)= Σji. uTΣu =Var(uTX)> 0. �

Remarque 2. Si X est tel que les composantes Xj sont indépendantes, alors la matrice de
covariance Σ est diagonale car Σij = Cov(Xi, Xj) = 0 si i � j. Et donc Var(uTX) =
∑

i=1
d

ui
2Var(Xi) pour tout u∈Rd.
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Définition 3. La fonction caractéristique φX: R → C d’une v.a. réelle X est la transformée de
Fourier de sa loi de probabilité:

φX(t) =E[eitX], t∈R

Si X admet une densité fX alors φX(t)=
∫

R
eitxfX(x)dx.

La fonction caractéristique détermine de manière unique une loi de probabilité, d’où son nom.

Proposition 4. Deux v.a. réelles X et Y telles que φX(t) = φY (t) pour tout t ∈R ont la même
loi, c-à-d: P(X ∈A) =P(Y ∈A) pour tout Borélien A de R. Si X ou Y admet une densité alors
l’autre v.a. admet une densité aussi et fX(z)= fY (z) pour tout z ∈R.

Quelques propriétés calculatoires...

Proposition 5.

1. Pour tout λ∈R: φλX(t)= φX(λt).

2. Pour tout a∈R: φX+a(t)= eiaφX(t).

3. Soit µ =E[X] et σ2 =Var(X) et U = (X − µ)/σ alors φX(t) = φU(σt)eitµ et φU(t)= φX(t/

σ)eitµ/σ.

4. Si X et Y sont indépendantes alors φX+Y (t)= φX(t)φY (t).

Démonstration. φλX(t)=E[eitλX] = φX(λt). φX+a(t)=E[eit(X+a)] = eitaE[eitX]=eiaφX(t).

φX(t) = E[eitX] = E[eit(µ+σU)] = eitµE[eiσU] = eitµφU(σt). Pour X et Y indépendantes on a

E[ei(X+Y )t] =E[eiXteiYt] =E[eiXt]E[eiYt] = φX(t)φY (t). �

Exemple 6. Si X ∼E(λ) alors

φX(t)=E[eiXt] = λ

∫

0

∞

eixt−λxdx=
λ

λ− it
.

En effet si F (x)= e(it−λ)x/(it−λ) alors F ′(x)= e(it−λ)x et

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

cos (t)e−λx

it−λ
+ i lim

x→+∞

sin(t)e−λx

it−λ
= 0

donc
∫

0

∞

eixt−λxdx= F ( +∞)−F (0)=−F (0)=
1

λ− it
.

Exemple 7. Si Z ∼N (0, 1) alors

φZ(t)=

∫

R

eitx−x2/2 dx

2π
√ = e−t2/2, ∀t∈R.

Si X = µ +σZ alors X ∼N (µ, σ2) et donc

φX(t)= eiµφZ(σt)= eitµ−σ2t2/2 = exp(itE[X ]−Var(X)t2/2).
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Exemple 8. Soit Y ∼P(λ) (Poisson) et X |Y ∼Bin(Y , p) c-à-d

P(X = k |Y = n)=
(

n

k

)

pk(1− p)n−k

alors

E[eiXt|Y ] = (1+ p(eit − 1))Y , E[eit Y ] = eλ(eit
−1)

et

φX(t)=E[eiXt] =E[E[eiXt|Y ]] =E[(1 + p(eit − 1))Y ] = eλ[(1+p(eit
−1))−1] = eλp(eit

−1)

et donc la loi marginale de X est la loi de Poisson de paramètre λ p.

Définition 9. Soit X un vecteur aléatoire dans Rd. La fonction caractéristique φX: Rd →C de
X est donnée par

φX(t)=E[eitTX] =E[ei(t1X1+
 +tdXd)] ∀t∈Rd.

Proposition 10. Soit X un vecteur aléatoire dans Rd. Les v.a. X1, 	 , Xd sont indépendantes
ssi

φX(t) =
∏

i=1

d

φXi
(ti) ∀t∈Rd.

Proposition 11. Deux vecteurs aléatoires X, Y ont la même loi ssi φX(t) = φY (t) pour tout t ∈
Rd. En particulier si l’une des deux v.a. admet densité alors il en est de même pour l’autre v.a.
et fX = fY.

Vecteurs Gaussiens

Proposition 12. (Stabilité) Soient X1, 	 , Xd des v.a. Gaussiennes indépendantes. Pour tout

u∈Rd la combinaison linéaire uT X = u1X1 +
 + udXd est une v.a. Gaussienne réelle.

Démonstration. Il suffi de montrer que la fonction caractéristique de Y = uTX est la f.c. d’une
v.a. Gaussienne réelle, i.e.

φY (t) = exp(i tE[Y ]−Var(Y )t2/2)

(voir l’Exemple 7). Or: E[Y ] =
∑

i=1
d

ui E[Xi] et Var(Y ) =
∑

i=1
d

ui
2 Var(Xi) par l’indépendance

des Xi. Donc

φY (t)=E[eit(u1X1+
 +udXd)] =E[
∏

j=1

d

eitujXj] =
∏

j=1

d

ei(tuj E[Xj]−Var(Xj)uj
2 t2/2)

= e
(t
∑

j=1
d

E[uj Xj]−
∑

j=1
d Var(uj Xj)t2/2)

= exp(i tE[Y ]−Var(Y )t2/2)

On en déduit par l’unicité de la fonction caractéristique que Y est une v.a. Gaussienne. �

Définition 13. On appelle vecteur Gaussien de dimension d un vecteur aléatoire X = (X1, 	 ,

Xd) tel que toute combinaison linéaire de ses composantes (Xj)j=1,	 ,d est une v.a. réelle Gaus-
sienne, c-à-d ∀u ∈ Rd la v.a. uTX est Gaussienne. (En particulier, toutes ses composantes Xj

sont Gaussiennes.)
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Par la Proposition 12 de tels vecteurs existent bien. Si g: Rd → Rm est une application linéaire
et X est un vecteur Gaussien de dimension d alors la composée Y = g(X) est un vecteur Gaus-
sien de dimension m. En effet si gk(x)=

∑

j=1
d

gkj xj alors pour tout u∈Rm , la v.a.

uT Y =
∑

k=1

m

ukYk =
∑

k=1

m

ukgk(X)=
∑

k=1

m

uk

∑

j=1

d

gkjXj =
∑

j=1

d
(

∑

k=1

m

ukgkj

)

Xj = (gT u)T X

est Gaussienne, car combinaison linéaire des composantes de X.

Si X est un vecteur Gaussien (de dimension d) alors Y = X −E[X ] est encore un vecteur Gaus-
sien: uTY = uTX − uTE[X ] est Gaussienne car somme d’une Gaussienne et une constante (à
vérifier à l’aide de la fonction caractéristique).

Théorème 14. Soit X un vecteur Gaussien de dimension d. Soit µ = E[X ] ∈Rd l’espérance de
X et Σ la matrice de covariance de X. La fonction caractéristique du vecteur X est donnée par

φX(t)= exp

(

i tTµ− 1

2
tTΣt

)

∀t∈Rd.

Démonstration. Y = tTX est une v.a. Gaussienne. E[Y ] = tTµ. Var(Y ) = tTΣt.

φX(t)= φY (1)= eiE[Y ]−Var(Y )/2 = eitTµ−tTΣt/2. �

Remarque: la loi du vecteur Gaussien ne dépend que de son espérance et de sa covariance. La

quantité tTΣt est toujours > 0.

Définition 15. Soit X un vecteur Gaussien d’espérance µ et matrice de covariance Σ. On note
sa loi par Nd(µ, Σ).

Lemme 16. Soit Σ une matrice d × d, symétrique et semi-définie positive. Alors il existe une

matrice carrée A de dimension d × d telle que Σ = AAT. On dit que A est une racine carrée de
Σ. De plus si Σ est inversible alors il en est de même de A.

Démonstration. Du fait que Σ est symétrique on déduit que elle est diagonalisable et donc
qu’il existent une matrice orthogonale O (i.e. telle que OT = O−1) et une matrice diagonale Λ
avec Λii = λi telles que Σ = OTΛO. Puisque Σ est semi-définie positive on a que les valeurs pro-

pres de Σ sont > 0 et donc que λi > 0 pour tout i = 1, 	 , d. Soit Λ1/2 la matrice diagonale telle

que (Λ1/2)ii = λi

√
, donc Λ1/2Λ1/2 = Λ et si on pose A = OTΛ1/2 on a que AAT =

OTΛ1/2(OTΛ1/2)T = OTΛ1/2Λ1/2O = OTΛO = Σ. Si Σ est inversible alors λi > 0 pour tout i =

1, 	 , d et donc Λ1/2 est inversible et (Λ1/2)−1 est la matrice diagonale avec éléments 1/ λi

√
sur

la diagonale. Donc A−1 = (OTΛ1/2)−1 = (Λ1/2)−1(OT)−1 = (Λ1/2)−1 O qui montre que A est
inversible (étant le produit de deux matrices inversibles). �

Exemple 17. Si X ∼Nd(µ, Σ), A est une matrice n× d et v ∈Rn alors

v + AX ∼Nn(v + Aµ, AΣAT).

En effet on remarque que tTA X = (ATt)TX et donc

φv+AX(t) = eitTv φX(ATt)= exp

(

i [tTv + (ATt)Tµ]− 1

2
(ATt)TΣ(ATt)

)

= exp

(

itT [v +Aµ]− 1

2
tTAΣATt

)

.
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En particulier si on considère un vecteur aléatoire Z = (Z1, 	 , Zd) dans Rd tel que Zi ∼ N (0, 1)
pour tout i = 1, 	 , d et les v.a. Zi, i = 1, 	 , d sont indépendantes alors Z ∼ Nd(0, Id). Si A est
une matrice telle que AAT = Σ (une racine carrée de Σ donné par le Lemme 16) alors X = µ +
AZ ∼ Nd(µ, Σ). D’une famille de v.a. Gaussiennes indépendantes on peut donc construire
n’importe quel vecteur Gaussien. Si Σ est inversible alors il en est de même de A et

Z =A−1(X − µ).

Théorème 18. Soit µ = (µ1,	 , µd)∈Rd un vecteur et Σ une matrice d× d, la fonction

fµ,Σ(t)= exp(i tTµ− tTΣt/2)

est la fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien d’espérance µ et matrice de covariance Σ

ssi Σ est symétrique et semi-définie positive. Pour tout µ ∈Rd et Σ matrice d × d symétrique et
semi-définie positive il existe un vecteur X ∼Nd(µ, Σ).

Démonstration. On a déjà vu que si X ∼Nd(µ, Σ) alors φX(t) = fµ,Σ(t). Il nous reste donc de
montrer que si Σ est semi-définie positive et symétrique alors il existe bien un vecteur aléatoire
Gaussien X de moyenne µ et matrice de covariance Σ (et donc tel que φX(t) = fµ,Σ(t)). Mais

par l’exemple 17 et le lemme 16 on a que il existe une matrice A telle que Σ = AAT et que si
Z ∼ Nd(0, Id) alors X = µ + AX est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne µ et matrice de

covariance AAT = Σ. �

Proposition 19. Le vecteur aléatoire X ∼Nd(µ, Σ) admet une densité si et seulement si Σ est
inversible (i.e. définie positive) et alors

fX(x)= (2π)−d/2det(Σ)−1/2 exp

(

− 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)

∀x∈Rd (1)

Démonstration. On montre seulement que si Σ est inversible alors X admet la densité donnée
en eq. (1). On considère le vecteur aléatoire Z = (Z1, 	 , Zd) dans Rd tel que Zi ∼N (0, 1) pour
tout i= 1,	 , d et les v.a. Zi, i =1,	 , d sont indépendantes. Donc la densité de Z est donnée par

fZ(z) = fZ1(z1)
 fZd
(zd)=

1

(2π)d/2
exp

(

− 1

2
(z1

2 +
 + zd
2)

)

=
1

(2π)d/2
exp

(

− tTt

2

)

pour tout z ∈Rd. Par l’exemple 17 on a que la v.a. X = µ + AZ (ou Σ = AAT) est bien un vec-
teur gaussien de moyenne µ et matrice de covariance Σ. Donc la densité de Z est donnée par la
formule de changement de variables à partir de la densité de Z. Si l’on pose Ψ(z) = µ + Az alors
z = Ψ−1(x)= A−1(x− µ) et

fX(x) = fZ(Ψ−1(x))J Ψ−1(x) =
1

(2π)d/2
det (A−1) exp(− (Ψ−1(x))TΨ−1(x)

2
).

Mais

(Ψ−1(x))TΨ−1(x)= [A−1(x− µ)]TA−1(x− µ)= (x− µ)T(A−1)TA−1(x− µ)

= (x− µ)T(AT)−1A−1(x− µ) = (x− µ)T (AAT)−1(x− µ) = (x− µ)TΣ−1(x− µ)
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et det(Σ) = det(AAT ) = det(A) det(AT) = [det(A)]2 et det (A−1) = 1/det(A). Donc det(A−1) =

[detΣ]−1/2 et on obtient la formule (1). �

Lemme 20. Soit X ∼ Nd(µ, Σ). Les composantes (Xj)j=1,	 ,d de X sont affinement indépen-

dantes (c-à-d il n’existe pas de vecteur u ∈ Rd et c ∈ R tels que u � 0 et uTX = c) ssi Σ est
inversible.

Démonstration. Montrons que si Σ est inversible les composantes de X sont affinement indé-
pendantes: en effet si tel vecteur existait alors pour tout j = 1,	 , d:

0=Cov(c, Xj)=Cov(uTX, Xj) =
∑

k=1

d

ukCov(Xk, Xj)=
∑

k=1

d

ukΣjk = (Σu)j

et donc Σu = 0 qui montre que Σ a une valeur propre nulle et donc ne peut pas être inversible.
Réciproquement si Σ est singulière (c-à-d elle n’est pas inversible) alors il existe u∈Rd, u� 0 tel

que Σu = 0 et donc Var(uTX) = uTΣu = 0 ce qui implique que la v.a. uTX est constante et égale

à E[uTX] = uTµ donc uTX = c = uTµ qui montre que les composantes de X sont affinement
dépendantes. �

Exemple 21. Soit (X, Y ) un couple aléatoire Gaussien de matrice de covariance égale à

Σ =

(

1 ρ

ρ 1

)

.

1. Condition nécessaire et suffisante pour que Σ soit vraiment la matrice de covariance de
(X, Y ) est que Σ soit symétrique et semi-définie positive (det(Σ) > 0 et Tr(Σ) > 0), i.e.

1− ρ2 > 0⇔|ρ|6 1.

2. Condition nécessaire et suffisante sur Σ pour qu’en plus le couple (X, Y ) admette une
densité est que Σ soit inversible (i.e. définie positive ⇔ det(Σ) > 0 et Tr(Σ) > 0). Donc
1− ρ2 > 0⇔|ρ|< 1.

3. Si |ρ| < 1 et (X, Y ) est supposé centré (E[X ] = E[Y ] = 0), alors (X, Y ) admets pour den-
sité

f(X,Y )(x, y)=
e
−

1

2
(x,y)Σ−1

(

x

y

)

2π det(Σ)1/2

et on a

Σ−1 =
1

1− ρ2

(

1 − ρ

− ρ 1

)

(x, y)Σ−1

(

x

y

)

=
1

1− ρ2
(x, y)

(

1 − ρ

− ρ 1

)(

x

y

)

=
1

1− ρ2
(x, y)

(

x− ρy

y − ρx

)

=
1

1− ρ2
(x2− 2ρx y + y2)

f(X,Y )(x, y)=
e
−

1

2(1−ρ2)
(x2

−2ρxy+y2)

2π 1− ρ2
√ , x, y ∈R
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Proposition 22. Soit X un vecteur Gaussien de dimension d. Les v.a. Gaussiennes Xi et Xj

sont indépendantes ssi Cov(Xi, Xj) = Σij = 0. D’une manière générale Xi1,	 , Xik
sont indépen-

dantes ssi Cov(Xia
, Xib

)= 0 pour tout a� b et a, b = 1,	 , k.

Démonstration. Il est clair que si Xi et Xj sont indépendantes alors Σij = 0. Montrons alors

que Σij = 0 implique l’indépendance de Xi et Xj. Soit t = (t1, t2) ∈R2 et µ =E[X ]. La v.a. Y =
t1Xi + t2Xj est une v.a. Gaussienne de moyenne E[Y ] = t1µi + t2µj et variance Var(Y ) = t1

2Σii +
t2
2Σjj et donc

φ(Xi,Xj)(t)= φY (1)=E[ei(t1Xi+t2Xj)] = ei(t1Xi+t2Xj)−(t1
2Σii+t2

2Σjj)/2 = φXi
(t1)φXj

(t2)

ce qui implique l’indépendance. (En effet, par la propriété fondamentale des fonctions caractéris-
tiques, on a montré que le couple (Xi, Xj) a une densité égale à la densité d’un couple de v.a.
indépendantes.) �

Autres distributions classiques

Loi Gamma

La v.a. X suit une loi gamma de paramètres α > 0 et β > 0 ssi sa densité est donnée par

fX(x)=
βα

Γ(α)
xα−1e−βxIx>0

et on note X ∼ G(α, β). Le paramètre α est la forme de la loi Gamma et β son intensité. On
rappelle que

Γ(α)=

∫

0

∞

tα−1e−tdt, ∀α > 0

et que

1. Γ(α + 1) =αΓ(α). Γ(1)= 1, Γ(n + 1) =n! si n∈N.

2. E[X] = α/β,Var(X)= α/β2.

Loi Bêta

On dit que X suit une loi bêta de paramètres a > 0 et b > 0 ssi la densité de X est donnée par

fX(x)=
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1−x)b−1I0<x<1

et on note X ∼B(a, b).

Proposition 23. On a E[X] = a/(a + b), Var(X) = a b/(a + b)2(a + b + 1). Si X et Y sont indé-
pendantes et X ∼G(α, β) et Y ∼G(α′, β) alors

S = X +Y ∼G(α + α′, β), R =
X

X + Y
∼B(α, α′)

et S et R sont indépendantes.
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Démonstration. Si X ∼B(a, b)

E[X ] =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

∫

0

1

xxa−1(1− x)b−1dx=
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)

∫

0

1

x(a+1)−1(1− x)b−1dx

=
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(a + 1)Γ(b)

Γ(a + b+ 1)
=

a

a + b

E[X2] =
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)

∫

0

1

x(a+2)−1(1− x)b−1dx =
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ 2)Γ(b)

Γ(a + b + 2)
=

a(a + 1)

(a+ b)(a + b + 1)
.

Si X ∼G(α, β) et Y ∼G(α′, β) alors on considère le changement de variables Ψ(x, y) = (s, r) avec

s = x + y et r = x/(x + y). Ψ:R+
2 →R+ × (0, 1) et Ψ−1(s, r) = (x, y) avec x = r s et y = s(1− r)

La matrice Jacobienne de Ψ−1 est donnée par

JΨ−1 =
DΨ−1(s, r)

D(s, r)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂s

∂x

∂r
∂y

∂s

∂y

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

r s

(1− r) − s

∣

∣

∣

∣

=− r s− s(1− r) =− s

et donc

f(S,R)(s, r) = f(X,Y )(x, y)s =
βα+α′

Γ(α)Γ(α′)
sxα−1 yα′

−1e−β(x+y)
Ix>0,y>0

=
βα+α′

Γ(α)Γ(α′)
sα+α′

−1 e−βs rα−1(1− r)α′
−1Is>0I0<r<1 = fR(r)fS(s)

avec

fR(r) =
Γ(α +α′)

Γ(α)Γ(α′)
rα−1(1− r)α′

−1I0<r<1, fS(s)=
βα+α′

Γ(α + α′)
sα+α′

−1 e−βs Is>0

et donc R∼B(α, α′) et S∼G(α + α′, β) et S et R sont indépendantes. �

Loi du Khi-deux (χ2)

Définition 24. Soit X = (X1, 	 , Xd) un vecteur aléatoire Gaussien centré de matrice de cova-
riance identité (i.e. les composantes de X sont indépendantes et Xi∼N (0, 1)). On appelle la loi
du Khi-deux de d degrés de liberté la loi de la v.a.

Y = X1
2 +
 + Xd

2

et on la note Y ∼ χd
2.

Proposition 25. Si Y ∼ χd
2 alors Y ∼G(d/2, 1/2), E[Y ] = d, Var(Y )= 2d.

Démonstration. La loi du carré de la Gaussienne standard Q = X1
2 est G(1/2,1/2), en effet la

méthode de la fonction muette donne

E[h(Q)] =

∫

R

h(x2)
e−x2/2

2π
√ dx=

2
√

π
√

∫

h(q)e−q/2q−1/2 dq .

Donc la loi de la somme de d carrées de Gaussiennes standards est G(d/2, 1/2) par les propriétés
des lois Gamma (voir la Proposition 23).
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On a que E[Q] = 1 et Var(Q) = 2 par les propriétés des Gammas, et donc E[Y ] = dE[Q] et
Var(Y ) = dVar(Q). �

Loi de Student

Définition 26. On appelle loi de Student de paramètre d, notée Td, la loi de la v.a.

T =
X

Y /d
√

où X ∼N (0, 1), Y ∼ χd
2 et, X et Y sont indépendantes. T admet pour densité

fT (t) =
Γ((d +1)/2)

Γ(d/2) πd
√

(

1 +
t2

d

)

−(d+1)/2

.

Remarque 27. Lorsque d→∞ on a que

lim
d→∞

fT(t)

fT(0)
= lim

d→∞

(

1+
t2

d

)

−(d+1)/2

= e−t2/2

limite qui est proportionnel à la densité d’une Gaussienne standard (centrée réduite).
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