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Vecteurs aléatoires Gaussiens

Préliminaires

Notation pour les vecteurs et les matrices. Tout vecteur u € R¢ est un vecteur colonne
(autrement dit une matrice avec une colonne et d lignes, ou d x 1). Si A € R™" est une matrice

m x n (m lignes et n colonnes) d’élément courant A;; pour i =1,...,m, j=1,...,n alors AT est
la matrice transposée qui est une matrice n x m d’élément courant (AT);;=A;;, i=1,..,n, j=
1 m.

gaeny

Si A est une matrice n X m et B une matrice m X k alors le produit (lignes par colonnes) A B
est défini étant la matrice n x k d’élément courant (AB);; = Z;n:l Aj¢Bejpouri=1,..,net
j=1,...,k. On a que (AB)T = BT AT. On note I; la matrice identité d x d, i.e. (I);;=1sii=
j=1,...,det (Ig);;=0sii#j,4,j=1,...,d.

La transposée u’ d'un vecteur u € R? est un vecteur ligne (ce qui revient au méme a une
matrice 1 x d); si u € R" et v € R™ alors le produit matriciel uv? est une matrice n x m d’élé-
ment courant (wvT);; =wu;1(v7)1;=ujvj1=u;v; pouri=1,...,net j=1,..,m;siuceR et v e
R" le produit matriciel u’v est une matrice 1 x 1 d’élément (uTv)y; = 2?21 (uT)1; vi1 =
2?21 u; v; qui n’est rien d’autre que le produit scalaire des deux vecteurs u et v.

Si X est un vecteur aléatoire de dimension d alors E[X] est le vecteur de dimension d tel que
(E[X]); = E[X;]. Si A est une matrice aléatoire alors E[A] est la matrice d’élément courant
(E[A])ij = E[A4].

Matrice de covariance. Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire dans R? tel que E[X7] < +
oo pour tout j =1, ..., d. On appelle matrice de covariance du vecteur X, et on la notera ¥, la
matrice d’élément courant ¥;; = Cov(X;, X;), ¢,j=1,...,d.

Proposition 1.
1. S=E[(X — BX))(X - B[X))"]
2. Les éléments diagonauz sont les variances des composantes de X: ¥;; = Var(X;).
3. Pour tout u € R?: Var(uTX) =u"Su.

4. ¥ est symétrique et semi-définie positive: X, ;= ;; et uTSu >0 pour tout u € RA.

Démonstration.

1. E[(X — E[X])(X — E[X])T] est une matrice d’élément courant E[(X; — E[X;])(X; —
E[Xj])]:COV(Xi,Xj):Eij.

2. 2“‘ = COV(Xi, Xz) = Var(Xi)

3. Var(u?X) = Var(u1 X1 + -+~ + uaX4) = Cov( Z?:1 u; X, 2?21 u; X;) = E?,j:1 u;u;Cov(X;,
X;)= Zijzl wju;Y;;=u’Yu. La covariance étant une fonction bilinéaire.
4. Eij = COV(XZ', XJ) = COV(Xj, Xz) = Eji' UTEU = Var(uTX) 2 0. ]

Remarque 2. Si X est tel que les composantes X; sont indépendantes, alors la matrice de
covariance Y est diagonale car ¥;; = Cov(X;, X;) = 0 si i # j. Et donc Var(u'X) =

Zle u Var(X;) pour tout u € R



Définition 3. La fonction caractéristique ¢x: R — C d’une v.a. réelle X est la transformée de
Fourier de sa loi de probabilité:

ox(t) =E[e*X], teR
Si X admet une densité fx alors ox(t)= [ e fy(z)dx.
La fonction caractéristique détermine de maniére unique une loi de probabilité, d’ot son nom.

Proposition 4. Deuz v.a. réelles X et Y telles que ¢x(t) = ¢y (t) pour tout t € R ont la méme
loi, c-a-d: P(X € A)=P(Y € A) pour tout Borélien A de R. Si X ou'Y admet une densité alors
Uautre v.a. admet une densité aussi et fx(z)= fy(z) pour tout z € R.

Quelques propriétés calculatoires...

Proposition 5.
1. Pour tout A € R: ¢rx(t) = px(At).
2. Pour tout a € R: ¢x14(t) =e"Px(t).

3. Soit u=E[X] et 02=Var(X) et U= (X — u)/o alors ¢x(t) = ¢u(ct)e’* et ¢py(t)= px(t/
U)e““/".

4. St X etY sont indépendantes alors ¢xyy(t) = ¢x(t)py (t).

Démonstration. ¢x(t) =E[e"*X] = ¢x(\t). ¢x4a(t)=E[eX+0)] = ¢itaR[eit X|=eio%¢ x(t).

bx(t) = E[e'tX] = E[e!(#ToV)] = ¢itrE[eiV] = e'tr¢y(ot). Pour X et Y indépendantes on a
]E[ei(XJrY)t] — ]E[eiXteth] _ ]E[eiXt]]E[eth] — ¢X(t)¢y(t). 0

Exemple 6. Si X ~&(A) alors

H=E i Xt =\ wctf)\zd _ )
ox() =Bl = [T ertodna = A
En effet si F/(x)=e~N%/(it — \) alors F'(z) = et ~N)? et
- o eos(e® . sint)e e
donc
/ ¢t A dy = F( +00) — F(0) = — F(0) = ——
0 A—it

Exemple 7. Si Z~N(0,1) alors

; dz 2
t)= eltr—a?/2 22— ot /2, vVt € R.
¢2(t) /R Nors

Si X =pu+o0Z alors X ~N(u,0?) et donc

dx(t) = eirpy(ot) = e =7"/2 = exp (it E[X] — Var(X)t2/2).



Exemple 8. Soit Y ~P()) (Poisson) et X |Y ~ Bin(Y, p) c-a-d

P(X =k|y =n)= (] )p"(1 —p)"~*
alors
E[eiXt|Y] — (1 +p(eit _ 1))Y’ E[eitY] — e/\(e“—1)
et
6x(6) = Ele X = E[E[e Y] = B{(1+ p(ei* — 1))Y] = X070l oter’ 1)

et donc la loi marginale de X est la loi de Poisson de paramétre A p.

Définition 9. Soit X un vecteur aléatoire dans R®. La fonction caractéristique ¢x: R — C de
X est donnée par

$x(t) = Eleit™X] = e Xi+-+taXa]  yre R

Proposition 10. Soit X un vecteur aléatoire dans R®. Les v.a. X1, ..., X4 sont indépendantes
581

d
ox(t)=]] ¢x.(t:)  VteRL
=1

Proposition 11. Deux vecteurs aléatoires X, Y ont la méme loi ssi ¢x(t) = ¢y (t) pour tout t €
R%. En particulier si l'une des deuz v.a. admet densité alors il en est de méme pour Uautre v.a.

et fx= fv-
Vecteurs Gaussiens

Proposition 12. (Stabilité) Soient Xi, ..., X4 des v.a. Gaussiennes indépendantes. Pour tout
uweR? la combinaison linéaire uT X = u1 X1+ -+ + ug Xy est une v.a. Gaussienne réelle.

Démonstration. Il suffi de montrer que la fonction caractéristique de Y =u”X est la f.c. d’une
v.a. Gaussienne réelle, i.e.

by (t) = exp(it E[Y] — Var(Y)t2/2)

(voir I'Exemple 7). Or: E[Y] = 2?21 u; E[X;] et Var(Y) = 2?21 u? Var(X;) par I'indépendance
des X;. Donc

d d
. . . 2,42
¢Y(t):E[ezt(uleJr.A.JrudXd)] :E[ I l eltUij] — | l el(tu]‘E[Xj]—var(Xj)uj‘t /2)
Jj=1 Jj=1

= PRI Blus Xl =25 Var (s X082 oo (it B[Y] — Var(Y)t2/2)
On en déduit par 'unicité de la fonction caractéristique que Y est une v.a. Gaussienne. ([

Définition 13. On appelle vecteur Gaussien de dimension d un vecteur aléatoire X = (X7, ...,
Xa) tel que toute combinaison linéaire de ses composantes (X;)j=1,.. 4 est une v.a. réelle Gaus-
sienne, c-a-d Yu € R? la v.a. uTX est Gaussienne. (En particulier, toutes ses composantes X;
sont Gaussiennes.)



Par la Proposition 12 de tels vecteurs existent bien. Si g: R* — R™ est une application linéaire
et X est un vecteur Gaussien de dimension d alors la composée Y = g(X) est un vecteur Gaus-
sien de dimension m. En effet si gg(x) = Z?:1 gk v; alors pour tout u € R™ , la v.a.

m

UTY: Z ukYk:Z ukgk(X): Z UL
k=1

k=1 k=1  j=

d
g Xi=)
1 i=

< ngkj>Xj =(gTw)TX
1 k=1

est Gaussienne, car combinaison linéaire des composantes de X.

Si X est un vecteur Gaussien (de dimension d) alors Y = X — E[X] est encore un vecteur Gaus-
sien: u?Y = uTX — uTE[X] est Gaussienne car somme d'une Gaussienne et une constante (&
veérifier a 1’aide de la fonction caractéristique).

Théoréme 14. Soit X un vecteur Gaussien de dimension d. Soit u=E[X] € R? lespérance de
X et 3 la matrice de covariance de X. La fonction caractéristique du vecteur X est donnée par

dx(t) = exp(i Ty — %tTEt) vt e R4

Démonstration. Y =t7X est une v.a. Gaussienne. E[Y]=tTu. Var(Y)=tT%t.

¢X(t) _ ¢Y(1) — iEBlY]-Var(Y)/2 _ eitTu—tTEt/Q_ ]

Remarque: la loi du vecteur Gaussien ne dépend que de son espérance et de sa covariance. La
quantité t7¢t est toujours > 0.

Définition 15. Soit X un vecteur Gaussien d’espérance p et matrice de covariance . On note
sa loi par Ng(p,X).

Lemme 16. Soit ¥ une matrice d x d, symétrique et semi-définie positive. Alors il existe une
matrice carrée A de dimension d x d telle que ¥ = AAT. On dit que A est une racine carrée de
.. De plus si X est inversible alors il en est de méme de A.

Démonstration. Du fait que X est symétrique on déduit que elle est diagonalisable et donc
qu'il existent une matrice orthogonale O (i.e. telle que OT = O~!) et une matrice diagonale A
avec Aj; = \; telles que ¥ = OTAO. Puisque ¥ est semi-définie positive on a que les valeurs pro-
pres de ¥ sont >0 et donc que \; > 0 pour tout i =1, ..., d. Soit AY/? la matrice diagonale telle
que (AY?);; = /A, done AY2AY2 = A et si on pose A = OTAY? on a que AAT =
OTAY2OTAYHT = OTAY2AY20 = OTAO = %. Si ¥ est inversible alors \; > 0 pour tout i =

1,...,d et donc A'/? est inversible et (A'/2)~1 est la matrice diagonale avec éléments 1/+/X; sur
la diagonale. Donc A~! = (OTAY?)~1 = (AY/2)=1(0T)~! = (AY/?)~ O qui montre que A est
inversible (étant le produit de deux matrices inversibles). O

Exemple 17. Si X ~Ny(p, ), A est une matrice n x d et v € R™ alors
v+ AX ~Ny(v+ Ap, ALAT).

En effet on remarque que t7A X = (A7t)TX et donc
()= o (478) = exp [T+ (AT - (AT S(AT )

= exp(’itT[U + Ap] — %tTAZATt).



En particulier si on considére un vecteur aléatoire Z = (Zy, ..., Zq) dans R< tel que Z; ~ N(0, 1)
pour tout i =1, ...,d et les v.a. Z;, ¢ =1, ..., d sont indépendantes alors Z ~ Ny(0, ;). Si A est
une matrice telle que AAT =X (une racine carrée de ¥ donné par le Lemme 16) alors X = p +
AZ ~ Nyg(p, 3). Dune famille de v.a. Gaussiennes indépendantes on peut donc construire
n’importe quel vecteur Gaussien. Si ¥ est inversible alors il en est de méme de A et

Z=A"YX —p).

Théoréme 18. Soit = (1, ..., pq) € R un vecteur et ¥ une matrice d x d, la fonction
fus(t)=exp(it’n —tT5t/2)

est la fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien d’espérance p et matrice de covariance X
ssi Y est symétrique et semi-définie positive. Pour tout € R et ¥ matrice d x d symétrique et
semi-définie positive il existe un vecteur X ~ Ny(p, ).

Démonstration. On a déja vu que si X ~Ny(p,X) alors ¢x(t) = f,,»(t). Il nous reste donc de
montrer que si X est semi-définie positive et symétrique alors il existe bien un vecteur aléatoire
Gaussien X de moyenne £ et matrice de covariance ¥ (et donc tel que ¢x(t) = fu n(t)). Mais
par 'exemple 17 et le lemme 16 on a que il existe une matrice A telle que ¥ = AAT et que si
Z ~ Ny(0, Iz) alors X = p + AX est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne p et matrice de
covariance AAT =3, O

Proposition 19. Le vecteur aléatoire X ~ Ny(p, X) admet une densité si et seulement si ¥ est
inversible (i.e. définie positive) et alors

Fx(@) = (2m)Hdet(S) V2 exp ( Lo pyreia - m) Vo € R W

Démonstration. On montre seulement que si ¥ est inversible alors X admet la densité donnée
en eq. (1). On considére le vecteur aléatoire Z = (71, ..., Z4) dans R? tel que Z; ~ N(0, 1) pour
tout i=1,...,d et les v.a. Z;,i=1,...,d sont indépendantes. Donc la densité de Z est donnée par

J2(2) = f(z1) fu(za) = (Ml)dﬂ exp( G a z3>> :Wexp( - f_§t>

pour tout z € R% Par I'exemple 17 on a que la v.a. X = pu+ AZ (ou ¥ = AAT) est bien un vec-
teur gaussien de moyenne u et matrice de covariance . Donc la densité de Z est donnée par la

formule de changement de variables a partir de la densité de Z. Si I'on pose ¥(z) = u+ Az alors
2=U"Ya)=A"Yx — ) et

fx(@)=fz(0Y(2) J O (a) = ——

Mais



et det(X) = det(AAT) = det(A) det(AT) = [det(A)]? et det (A~!) = 1/det(A). Donc det(A~1)
[det ] ~'/2 et on obtient la formule (1).

O

Lemme 20. Soit X ~ Ny(p, X). Les composantes (X;);=1,..q de X sont affinement indépen-
dantes (c-a-d il n’existe pas de vecteur u € R? et ¢ € R tels que u # 0 et uTX = c) ssi X est
inwversible.

Démonstration. Montrons que si X est inversible les composantes de X sont affinement indé-
pendantes: en effet si tel vecteur existait alors pour tout j=1,...,d:

d
0:Cov(c,Xj):Cov(uTX,Xj):Z upCov( Xy, X Z upX ik = (Bu),
k=1 k=1

S

et donc Xu = 0 qui montre que ¥ a une valeur propre nulle et donc ne peut pas étre inversible.
Réciproquement si X est singuliére (c-a-d elle n’est pas inversible) alors il existe u € R%, u# 0 tel
que Yu=0 et donc Var(u’X) =uT>u =0 ce qui implique que la v.a. u7X est constante et égale
a E[u’X] = uTp donc uTX = ¢ = u'p qui montre que les composantes de X sont affinement
dépendantes. O

Exemple 21. Soit (X,Y) un couple aléatoire Gaussien de matrice de covariance égale a

(31)

1. Condition nécessaire et suffisante pour que X soit vraiment la matrice de covariance de
(X,Y) est que X soit symétrique et semi-définie positive (det(X) > 0 et Tr(X) > 0), i.e
1-p*>0&|p[<1

2. Condition nécessaire et suffisante sur ¥ pour qu’en plus le couple (X, Y) admette une
densité est que X soit inversible (i.e. définie positive < det(X) > 0 et Tr(X) > 0). Donc
1-p*>0&p|<1.

3. Si|pl<1let (X,Y) est supposé centré (E[X]=E[Y]=0), alors (X,Y) admets pour den-
sité

i)
2 det(X)1/?

le;pQ< *lp 1p)
(2 )= e 2, (2 ) e (22

1
= _p2($2—2pwy+y2)

f(X,Y)(xay):

et on a

—_— — 2
. 2(1 5 (@?=2pzy+y?)

xz, = )
f(X,Y)( y) Qﬂ\/l——p2

z,y€R



Proposition 22. Soit X un vecteur Gaussien de dimension d. Les v.a. Gaussiennes X; et X;
sont indépendantes ssi Cov(X;, X;) =X;;=0. D’une maniére générale X;,, ..., X;, sont indépen-
dantes ssi Cov(X;,, X;,) =0 pour tout a#b et a,b=1,..., k.

Démonstration. Il est clair que si X; et X; sont indépendantes alors 3;; = 0. Montrons alors
que X;; =0 implique l'indépendance de X; et X;. Soit ¢ = (t1,13) € R? et p=E[X]. La via. ¥ =
t1.X; 4+ t2X; est une v.a. Gaussienne de moyenne E[Y] =1t1p; + top; et variance Var(Y) = 3% +
2y j; et donc

Six.x,)(t) = by (1) = E[ef (1 XiH02X5)] = et X+ t2X ) — (135::+13555)/2 _ ox,(t1) ox,(t2)

ce qui implique 'indépendance. (En effet, par la propriété fondamentale des fonctions caractéris-
tiques, on a montré que le couple (X;, X;) a une densité égale a la densité d’un couple de v.a.
indépendantes.) O

Autres distributions classiques

Loi Gamma

La v.a. X suit une loi gamma de paramétres o >0 et G >0 ssi sa densité est donnée par

fX(z) = F?:) zaileiﬁzﬂz>0

et on note X ~ G(a, ). Le parameétre o est la forme de la loi Gamma et 3 son intensité. On
rappelle que

F(a):/ te~le~tde, Vo >0
0
et que

1. T(a+1)=al(a). T(1)=1,T(n+1)=n!sineN.

2. E[X]=a/83,Var(X)=a/3.

Loi Béta

On dit que X suit une loi béta de paramétres a >0 et b > 0 ssi la densité de X est donnée par

fx(e)= %wa*(l B T

et on note X ~ B(a,b).

Proposition 23. On a E[X]=a/(a+b), Var(X)=ab/(a+b)* (a+b+1). Si X et Y sont indé-
pendantes et X ~G(a, B) et Y ~G(a/, B) alors

X

= ~ / = —_— v
S=X+Y~Gla+a,B), R e

B(a,a’)

et S et R sont indépendantes.



Démonstration. Si X ~B(a,b)

_Tla+b) T(a+1I'(D)  a
- I(a)l'(b) T'(a+b+1) a+b

T(a+b) (! _ _ C(a+b) T(a+2)(d) ala+1)

2] _ (a+2)=1(1 _ . \b—14, _

ElXT /0 z (=) e = T T 642 @i b)(atbii)

Si X ~G(a, B) et Y ~G(a’, B) alors on considére le changement de variables ¥ (z,y) = (s, r) avec
s=rx+yetr=x/(r+y). V:RL >Ry x(0,1) et U 1(s,7r)=(x,y) avecx=rset y=s(1—r)
La matrice Jacobienne de ¥ ! est donnée par

or Oz
DY~Y(s,r) - o r s
-1 _ ’ —| s or | — —_ _ _ —
(i Tews mad [ 70 78 ol NSRS R b S
ds Or
et donc
6a+a’ a—1,a'—1,—B(z+vy)
f(S,R)(SﬂT):f(X,Y)(:Cay)5:F(Q)F(a/)sz Yy € IIac>0,y>0
7—5a+a’ s”‘*”‘/’le’ﬂsra‘fl(l—7’)0‘,’111 I = fr(r) fs(s)
7F(OA)F(O/) s>040<r<1 = JR S
avec
/ a+a’
F(OZ+OZ ) 6 SaJra’fl efﬁs Hs>0

fR(T)zmra‘fl(l—r)aulﬂo<r<l, fS(S):m

et donc R~ B(a,a’) et S~G(a+a',3) et S et R sont indépendantes. O

Loi du Khi-deux (x?)

Définition 24. Soit X = (X7, ..., X4) un vecteur aléatoire Gaussien centré de matrice de cova-
riance identité (i.e. les composantes de X sont indépendantes et X;~ N (0,1)). On appelle la loi
du Khi-deux de d degrés de liberté la loi de la v.a.

Y=X{+ -+ X3

et on la note Y ~ 3.
Proposition 25. Si Y ~ x3 alors Y ~G(d/2,1/2), E[Y]=d, Var(Y) =2d.

Démonstration. La loi du carré de la Gaussienne standard Q = X7 est G(1/2,1/2), en effet la
méthode de la fonction muette donne

—x2/2

E[h(Q)] = / h(a?)

\/5/ /o
de == [h(q)e~ 2~ 1/24q.
. N NG (9) q q

Donc la loi de la somme de d carrées de Gaussiennes standards est G(d/2,1/2) par les propriétés
des lois Gamma (voir la Proposition 23).



On a que E[Q] = 1 et Var(Q) = 2 par les propriétés des Gammas, et donc E[Y]
Var(Y) =d Var(Q).

Loi de Student

Définition 26. On appelle loi de Student de paramétre d, notée Ty, la loi de la v.a.

_X
Y/d

ot X ~N(0,1), Y ~ X3 et, X etY sont indépendantes. T admet pour densité

_D((d+1)/2) [, )Y
fT(t)_F(d/Q)\/E(l—i_d) .

Remarque 27. Lorsque d— 0o on a que

St BN ey
1 — lim (145 _
dmoe Fr(0)  dmoe T €

limite qui est proportionnel a la densité d’une Gaussienne standard (centrée réduite).

dE[Q] et
U



