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Convergence et théorémes limites

Préliminaires
Notation. Si u € R? on note par ||uf, la norme L" du vecteur u: ||ul|, = ( Z;jzl || ™).
Comme toutes les normes sont équivalentes dans R? on prendra r =1 et on notera |ju| = |ju|; =

Sy lugl. «iid » est abrégé pour « indépendantes et identiquement distribuées ». On notera
X1, ..., Xn, ... ou (X,,)n>1 une générique suite (infinie) de v.a.

Lemme 1. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X est une v.a. réelle telle que o? = Var(X) <
oo et p=E[X] alors pour tout € >0 on a que

P(lx — > o) < EE 0T

Théoréme 2. (Inégalité de Hélder) Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur le méme espace
de proba (Q, A,P). Sir,s>1 sont tels que r~1+s =1 et si E[|X|"] <oo et E[|]Y|*] < oo alors

E[IXY ] < (BIX DY (E[Y )1/

Corollaire 3. Soient p > 0 et p > q¢ > 0. On suppose que E[|X|P] < oo alors E[|X 9] <
(E[IX [P/ et E[|IX]) < oo.

Modes de convergence d’une suite de v.a.

Convergence en loi (ou en distribution)

Théoréme 4. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. & valeurs dans R? et X une v.a. & valeurs dans
R®. Les conditions suivantes sont équivalentes (c-a-d chacune d’entre elles implique toutes les
autres):

1. lim, o x,.(t) = ¢x(t), VteR%

2. lim, o Fx(x) = F(x) pour tout x € R¢ point de continuité de Fx;

3. limy,— o E[f(X,)] =E[f(X)] pour tout fonction f:RY— R continue et bornée.

Si une de ces conditions est vérifié (et donc toutes) on dit que (Xp)pn>1 converge en loi (ou en

L
distribution) vers X (et ’on note X,—X).
Rappel. Dans RY, Fx(z) = Fx(z1,...,2q) =P(X1 < 21, ..., Xa< 24).

Exemple 5. On considére la suite de v.a. (X,)n>1 telle que X, est une v.a. uniforme discréte
a valeurs dans {1/n,2/n,3/n,...,(n—1)/n,1}.

n : n—1 : .
) 1 . ezt/n ) ezt/n ezt -1
_ tXn] § itk/n _ § itk/n _
ox,(8) =Ele! ]_k_l n ¢ on = € on eit/n_



donc

it/n it it
lim gy ()= lim & ¢ =L _¢"—1

n— 00 n—oo N eit/”fl it

Si X ~U(]0,1]) alors

et —1

1
oxtt)= [ eitran =2

L
et donc X,,—X.

Exemple 6. Soient Uy, Uy, ... des v.a. iid U([0,1]). On pose X, =nmini<x<n Ux. Montrons que
(Xn)n>1 converge en loi vers une v.a. X ~&(1). Soit x € R

_ . g —1_ : i "
Fx, (x) P(nlglklgnUk\:c) 1 P(nlénklgnUk>:c) 1—[P(Uy>x/n)]

=1-[1-PU1<z/n)]"=1—[1— Fy,(z/n)]"

et donc
1—[1—(z/n)" siz/n€l0,1]
Fx, ()= 0 siz/n<0
1 siz/n>1

Fixons > 0 et choisissons n suffisamment grand tel que z/n € [0, 1]. Alors

lim Fy (z)= lim 1—-[1—(z/n)]"=1—e"".

n—oo n—oo
Donc

1—e™* siz>0 _

lim FXn(x):{ 0 Gz <0 = Fx(z) VezeR.

n—oo

Exemple 7. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. discrétes telles que P(X,, =1/n)=1. Alors XniX
ou X est la v.a. identiquement nulle P(X = 0) = 1. On voit bien que Fx, (0) = 0 pour tout n
mais que Fx(0)=1. Donc en générale on ne pourrait pas avoir convergence de F, (t) vers Fx(t)
dans tous les points ¢t € R.

Exemple 8. Reprenons l'exemple 5 de convergence vers la loi uniforme dans [0, 1]. Montrons

L . . .
que X,—X en utilisant le critére (i) du théoréme 6. Soit f: R — R une fonction continue et
bornée

o [ F@e= [ F@ s =00

n— o0

Blf(X)= 3 fk/n)

Convergence en probabilité

Définition 9. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. & valeurs dans R? et X une v.a. dans R? telles
que (Xp)n>1 et X soient définies sur le méme espace de probabilité (£, A, P). On dit que

P
(Xn)n>1 converge en probabilité vers X et on note X,,—X si pour tout € >0

lim P(|| X, — X|| >¢)=0.



Exemple 10. Soit U ~2([0,1]). On définit X,, =1y ¢[o,1/n)- Montrons que Xnﬂ 0. Soit € >0 on
doit prouver que P(|X,, — 0| >¢) — 0. Mais

P(|X,|>e) =P(X,>e)=P(Iyc1yn>e) =P(U <1/n)=1/n—0
pour n — oo.

Loi faible des grandes nombres

Définition 11. Soit (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire. On définit la moyenne empirique des
(Xi)lgign par Xn:nflzyzl X;.

Exemple 12. Soient les X; des v.a. iid de loi N'(0,1) alors X, ~N(0,1/n). Donc pour tout € >
0

P(|X,|>e)=P(|Z]| > ne) =P(Z > y/ne) + P(Z < — /ne) =2P(Z < — /ne) = 2Fz( — \/ne)

ou Z ~ N(0, 1). Cette quantité est strictement décroissante en n, donc converge vers 0 quand
n— oo. Etant donné que ¢ > 0 est arbitraire cela implique que X,,— 0.

Théoréme 13. Soit (X,),>1 une suite iid tel que Var(X;) =02 <+ oo et p=E[X;]. On définit

— — P
X,=n"" Z?:l X la moyenne empirique des X ;. Alors X ,— .

Démonstration. On a que

Var(X,,) = %Var(Xl bt X)) = %[Var(Xl) o Var(X,)] = w
Pour tout € >0, par 'inégalité de Tchebychev
- Var(X,) Var(X;)
P(|anﬂ|>€)< 22 = nel —0
pour n— co. Donc )Tniu. 0

Exemple 14. Soient les X; des v.a. iid de loi G(«, 8), @« >0, 8> 0. E[X;] = «/f et Var(X;) =
a/B? Alors X1+ -+ X, ~G(na, 3) et X,~G(na,nf) et )Tnioz/ﬂ.

Convergence presque sire

Définition 15. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. & valeurs dans RY et soit X une v.a. & valeurs
dans R4, telles que X, et X sont définies sur le méme espace de probabilité (Q, A, P). On dit

que (Xp)n>1 converge presque sidrement (ou fortement) wvers X et on note X,"5X s
P(lim, X, = X) =1. Autrement dit si l"événement A ={w € Q:lim,, X, (w) = X(w)} est tel que
P(A)=1.

Exemple 16. Soit X,, ~ Bin(n, p). Montrons que X,,/n? converge presque stirement vers 0. En
effet ensemble A ={0 < |X,,| < npour tout n} est tel que P(A)=1. Donc pour w € A on a que
0<|Xp(w)/n? <1/n ce quimplique que lim,, X,,(w)/n?=0 pour tout w € A et donc que

P(lim X,,/n*=0)>P(4)=1



qui montre la convergence presque sure.

Théoréme 17. (Loi forte des grandes nombres) Soit (X,)n>1 une suite #d telle que les X;
sotent intégrables (c-a-d E[|X;|] <oo). Alors

X 25 E[X].

Exemple 18. Soient Xj, Xs, ... des v.a. iid £(A) (A > 0). X; est intégrable (E[|X4]] = 1/A).
Alors

X251/,
Convergence dans L” (convergence en moyenne d’ordre r)

Définition 19. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. a valeurs dans R et X une v.a. & valeurs dans
R<. On suppose que E(||X,||") < + oo pour tout n > 1 et que E[|X||"] < + oo. On dit que

I
(Xn)n>1 converge vers X dans L (ou en moyenne d’ordre r), et on note X,—X (ou XHLX)
St

lim E[|[X, — X|"]=0.

LT
En particulier: si d = 1, (Xp)n>1 et X sont des v.a. réelles alors X,—X si E[|X]|"] < oo,
E[| X,|"] < oo et E[|X,—X]|"]—0.

Exemple 20. Soit > 0. Soit U~U([0,1]). On considére (X,)n>1 telle que
Xn=nl,1/2)(U)

I
Quelle est la condition sur r pour que X,—0 7

E[|X,, ~ 0] = El|X, "] = BIX;] = Eln" Iip 1/ (V)] =0 P(U < 1/n) =’ /n

et n” 1

converge vers 0 ssi r <1.
Quelque propriétés de la convergence L.

Proposition 21. Soit r>0 et 0<s<r. Alors X,—X = X,—X.

Démonstration. Par l'inégalité de Holder on a E[| X, — X|)] < (E[|X, — X|"])*/". Donc si
X,—X alors E[|X,, — X|"]—0 et E[| X, — X|*]—0. O

Proposition 22. Si XHLX alors E[X,] - E[X].
Démonstration. Par hypothése on a que E[|X,|] < oo E[|X|] < oo et E[|X, — X|] — 0. Donc
|ELX] - E[X,]| = EX - X <E[X - X,|] - 0.

car — X, — X|< X, - X<| X, — X|. O



2
Proposition 23. X,—a €R (on di que X,, converge a la constante a en moyenne quadratique)
ssi E[X,] —a et Var(X,)—0.

Démonstration. Si X,—a€R alors E[| X, —a|? —0. Soit u, =E[X,]
B[ Xy — a!| = E[[Xn — pin+ pin — a|*] = B[(Xn — ptn)?] + 2E[(Xp — pn)](tn — @) + (p1n — @)
= Var(X,,) + (kn — a)?

et donc Var(X,,) + (un — a)? — 0 ce qui entraine que Var(X,) — 0 et que p, — a. Réciproque-
ment si Var(X,,) —0 et p,— a alors E[|X,, — a|?] = Var(X,,) + (i, — a)? — 0. O

Théoréme 24. (de Slusky) Soient (Xn)n>1, (An)n>1 €t (Bn)n>1 trois suites de v.a.. Soient X

L P P
une v.a. et a,beR. Si X,— X, A,—a et B,—b alors

A, X, + B, aX +b

Théoréme 25. (de continuité) Soit g: RY— R” telle que g est continue
. L L
i Xp—X = g(Xn)—9(X)
.. P P
. Xp—X = g(X,))—g(X)
it Xp 25X = g(X,) 25 g(X)
Liens entre les modes de convergence

Proposition 26.

i. La convergence presque siire entraine la convergence en probabilité:

X, 25X = X, X

1. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi
P L
Xp— X = X,,—X

c P
it. Xp—X <= X,—X si X=ceR

1w. La convergence dans L” entraine la convergence en probabilité
T P
Xp—X = X,—X.

Exemple 27. X,,~ Bin(n, p)




Le théoréme central limite (TCL)
Théoréme 28. Soit (X,),>1 une suite iid tel que Var(X;) =02 < oo. Soit u=E[X;]. Alors
0 s

N LN,

Exemple 29. Soient X1, Xo, ... des v.a. iid ~ E(N). Var(X;) =1/ % et p=E[X;]=1/\. Par le
TCL on a

ﬁ—X"JAl“iN(o,n ou V(K= 1/A) N (0.1/32).

Théoréme 30. Soit (X,)n>1 une suite iid & valeurs dans R4 tels que la matrice de covariance
3 de X est finie (c-a-d si X;; < oo pouri=1,...,d) alors

V(X — BX1]) -5 N,(0,5).

Théoréme 31. (La d-méthode, cas unidimensionnel) Soit (Yp)n>1 une suite de v.a. réelles. On

c
suppose que /n(Y, — p)—N(0, 02). Si g R — R est une fonction continiment dérivable au
point pi (c-a-d g est C* dans un voisinage du point u) alors

Vi(g(Yn) = g(1)—N (0, (g'(1))20?).

Exemple 32. %oit (Xn)n>1 une suite iid ~ E(N). Soit Y,, = X,. Par le TCL on a que
V(X — 1/A)—N(0, 1/X?). Soit g(x) = 1/z. g'(x) = — 1/2% et ¢’(1/\) = — A% Donc (g(1/
A))2=M* et g est continiment dérivable au point 1/)\. Par la 6-méthode on a que

ﬁ(%—A)iN(o,V)

Exemple 33. (Normalisation de la variance) Soit (X,)pn>1 une iuite iid ~ Bernoulli(p)
(avec p €10, 1[), 02 = Var(X;) = p(1 — p). Par le TCL /n(X,, — p)—N(0, p(1 — p)). Peut on
trouvez une application g: |0, 1] — R (qui ne dépend pas de p) telle que /n(g(X,) —
9(p) N (0,1)?

Supposons que une telle application existe et qu’elle soit contintiment dérivable au point p. Par
la §-méthode on doit avoir que g'(p)?p(1 — p) =1 = ¢'(p)?> = 1/(p(1 — p)) pour tout p €]0, 1[.
Une solution possible est

§(p) = ——— —> g(p) = 2arcsin(y/p)
p(1—p)

donc on a que

2y/n(arcsin(v/X,,) — arcsin(\/]_)))ij\/((), 1).



