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Estimation ponctuelle

Modéle paramétrique

On observe un échantillon (X, ..., X;,) ot les X; sont des v.a. i.i.d.. On parle d’'un modéle para-
métrique si la loi commune des X; appartient & une famille paramétre P ={PPg, 6 € ©}.

Exemple 1. Modéle de Bernoulli: P ={B(p),pe[0,1]}, 6 =p, ©=]0, 1].
Modeéle Uniforme: P ={U([0,6]),0 € © =R \{0}}.
Modele Gaussien: P ={N(u,0?), p€R,0%€R;:\{0}}, 0=(p,0?), ©=R x (R4+\{0})
Notations.
— Py(X € A) : probabilité que X € A lorsque X suit Py.
—  Eg[h(X)] : Espérance de h(X) lorsque X suit Pj.

— Si X est une v.a. discréte, i.e. X est a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable
X €{1,2,...} on note Py(X =x)=p(z,0).

— Si X est une v.a. continue alors on notera f(x,0) la densité de X selon Py.
—  Soit X =(Xy,..., X,,) un échantillon de taille n ou les X; sont i.i.d.

1. Dans le cas discret: Po(X =xz)=p(z,0) = H] 1 p(x;,0)

2. Dans le cas continu: f(x,0)= H?zl f(z;,0)

ou = (x1,...,T,) est la réalisation de ’échantillon X = (X7, ..., X,,).

Exemple 2. Dans le modeéle de Bernoulli (X7, ..., X,,) un échantillon de n v.a. i.i.d. ~ B(p), ou
pel0,1],

=11 pleyn) =] o7 =)' =) =p= 0 =) 0,
j=1

Jj=1

Dans le modéle Gaussien

. 1 —o (@ —p)?
(z, p, X, p,0%) =—-""—re 2027750
e 1} T gy

Définition 3. On appelle statistique toute v.a. S qui dépend de Uéchantillon (X, ..., X,) mais
qui ne fait pas intervenir le paramétre 6.

Exemple 4. Quelques statistiques:
- 2?21 X
— X, (la moyenne empirique)

—  maxigicn (X;)



- %2?21 (X; — X,,)? (variance empirique)

Mais 0X; et (X, + 6?maxi<j<n (X)) ne sont pas des statistique.
Estimation ponctuelle

Définition 5. Soit g une application sur ©. On appelle estimateur (ponctuel) de g(6) toute sta-
tistique T prenant ses valeurs dans g(©).

Exemple 6. Dans le modéle de Bernoulli P = {B(p), p € [0, 1]} la moyenne empirique X,, est un
estimateur de p (g(p) =p c-a-d g est I'identité sur © = [0, 1]).

Dans le modéle Gaussien P = {N(u,0?), (1,02) € R x R%} la variance empirique

est un estimateur de o2 (g(u, 0%) = 02) et S, = /S2 (I’écart-type empirique) est un estimateur
de o (Iécart-type théorique).

Quelques propriétés des estimateurs

Définition 7. Un estimateur T de g(0) est dit sans biais (ou non biaisé) si Eo[T] = g(0).
Autrement, le biais b(0) =E¢[T] — g(6) =0.

Définition 8. On appelle risque quadratique d’un estimateur T, et on note R(T, 0) la quantité
R(T, 0) =Eo[(T — g(0))?]. En particulier, si T est sans biais alors R(T, 0) = Eg[(T — Eg[T])?] =
Varg(T).

Remarque 9. On peut toujours écrire
R(T,0) =Vary(T) + (b(6))?

donc dans le risque il y a une partie due & la variance de la statistique et un autre du & son
biais. En effet

R(T,0) =Eo[(T — g(0))*] = Eo[(T — BE4[T]) + (4[T] — 9(6)))’]
=Eg[(T — Eg[T1)* + 2 (B[ T] — g(0))(T — Eo[T]) + (Eo[T] - 9(6))?]
= Eo[(T' — E[T7)?] + 2b(0)Eg [T — Eo[T1] + (b(6))
= Varg(T') + (b(0))*

Définition 10. Soient Ty et Ta deux estimateurs non biaises de g(6). On dira que Ty est plus
efficace de Ty si R(T»,0) < R(T1,0) pour tout 8 € O, c-a-d Varg(Ts) < Varg(T1) pour tout € ©.

Exemple 11. Reprenons l’exemple du modéle de Bernoulli P = {B(p), p € [0, 1]}. Comparons
les estimateurs X; et X, (Il s’agit d’estimer le paramétre p).

E[X;] = p donc X est un estimateur non biaisé de p.
E[X,]=p = X, est aussi un estimateur non biaisé de p.

R(Xy,p) = Vary(X1) =p(1 - p)



R(X,,p) :Varp(fn) = (Var,(X1) +--- + Vary,(X,))/n?=p(1 — p)/n

On en déduit que Var,(X,,) < Var,(X;) pour tout p € [0, 1] donc X, est un estimateur plus effi-
cace que Xj.

Exemple 12. Modele Uniforme. P ={U([0,0]),0 € R}, f(x,0) =0 " ¢[0,0). On considere les
estimateurs suivants: 71 =2 X, et To=[(n+1)/njmaxi < j<n X;-

On observe un échantillon de taille n. Montrons que ces estimateurs sont non biaises:

Eg[2X,) = 2IEg[X1] = 22 =0 (non biaise)

On pose Y =max; ¢ j<n X;. Soit y € R,

0 siy<0
Py(Y <y)=Po(X1<y,...., Xn<y) =Py(X1<y)" =1 (y/0)" siye]0,6]
1 siy >0

Donc Y admet pour densité la fonction g(y,d) donnée par

n _
9(y,0) =gzy" Mo<y<o

et

0

(4

n n
]EY: —y™ =
olY] /Oenydy i

ce qui donne

n+1
n

Eo[Ty] = L Eo[y] =0

et par conséquence T5 est un estimateur non biaisé de 6. Calculons les variances respectives de
T et Ts:

- 4 02
Vary(Th) = 4Varg(X',) = —Varg(X1) = =—
et
_(n+1 2 _(n+1 2 9 n 22
Vare(T2)< - >Var9(Y)< - ) Eo[Y?] — — 0
Or
Eq[Y?] = Gﬂ nt+lqy—_ " g2
0 a 0 Hny y_n+2
donc
2 2
_(n+1 n_ n 5 02
Vare(Tg)—( - ) s (n+1) 9_—n(n+2)
et

Vare(Tg) _ 3 <1
Varg(Ty) n+2

qui montre que 75 est plus efficace que T7.

Définition 13. Soit 'application g: © — R%. On dit que la suite (T,),>1 d’estimateurs de g(6)
est

1. Convergente: si (Tp)n>1 converge en probabilité vers g(0) pour tout 6 € O.



2. Fortement convergente: si (T),)n>1 converge presque sirement vers g(0) pour tout € ©.

3. Asymptotiquement normale: si pour tout § € © existe une matrice de covariance %(0) telle

que /(T — g(8)) — N0, 5(6)).

Exemple 14. Soient X1, ..., X,, un échantillon de loi B(p). D’apres la loi forte des grandes nom-
bres

X, 2% p pour tout p € [0, 1]

la suite (X,,)n>1 est fortement convergente. De plus Var,(X;) = p(1 — p) < + oo et d’apres le
TCL
— c

\/E(Xn _p) —>N(Oap(1 _p))

la suite (X,)n>1 est asymptotiquement normale avec X(p) = p(1 — p).
Exhaustivité

Définition 15. Une statistique S est dite exhaustive si la loi conditionnelle de X = (X7, ..., X,)
sachant S =s ne dépends pas du parameétre 6 pour tout s.

Théoréme 16. (De factorisation) S est une statistique exhaustive ssi il existe des applications g
et h telles que

p(x,0) = g(x) h(S(x), ) dansle casdiscret

f(x,0)=g(x)h(S(x), 0) dansle cas continu

Rappel. p(z,0) =[]_, p(z;,0) et f(x,0)=]];_, f(z;,0)

Démonstration. (Uniquement dans le cas discret). (=) Supposons que S est exhaustive. p(x,
=Py X=z)=Py(X=zetS(X)=5(x)) car {S(X)=85(x)} 2{X =z}. Donc Py(X =x)=
Py(X =z |S(X) =5(x) )Pe(S(X)=5(xz)). Or S est exhaustive = Pyp(X =z |S(X)=5(x))
ne dépends pas de 0: Py(X =z |S(X)=S5(z))=P(X =2 |S(X) = S5(x)) et on pose g(x) =
P(X=z|S(X)=5(x)) et h(s,0) =Py(S(X)=s). Il vient que

p(x,0) =P(X =z |5(X)=5(z) )Py(5(X) =5(x)) = g(x) h(5(x),0).
(<) Réciproquement, supposons qu'il existe g et h telles que

p(:c, 9) = g(:c) h(S(:B), 0)

et montrons que S est exhaustive. Fixons s. On pose As={y:S(y)=s}.

Po(S(X)=5)= 3 Po(X=2)= Y g(@)h(S(@),0)=h(s.0) 3 g(x)

EA, TEA, TrEA,
al9(x) e PoX =2, 5(X)=5) [0 sis 5()
Po(X =x|S(X)=5)= Pyo(S(X)=s) % sis=S(x)



Po(X=x) __ gl@)h(s,0) __ g(=)
Po(S(X)=s) h(s,0)24ca, 9(T) Ppca, 9(x)
donc
( () = 5) 0 sis# S(x)
Po(X =x|S(X)=s)= g(=) f e —
I sis=S(x)
qui ne dépends pas de 0 et qui donne ’exhaustivité de S. O

Exemple 17. Soit X = (X3, ..., X;,) un échantillon de Bernoulli de parameétre p et S(X) =

2?21 X ;. Montrons que S est exhaustive pour p.

n

pla,0) =[] p(1—p)' 7= p>= =" (1= p)" =01 = g(a) h(S (), p)

j=1

avec g(x) =1 et h(s, p) =p*(1 — p)»~*. Par le théoréme de factorisation on en déduit que S est
exhaustive pour p.

Exemple 18. Soit X = (X7, ..., X,,) un échantillon Gaussien de moyenne p et variance 2. On
pose
Sx)= (3 %, Y X,
j=1 j=1

Montrons que S est exhaustive pour (j,02):

= 1 _TIZZ?:1($J'—M)2_ 1 _TIZ " (@2 2pw )
1D G ~ G
1 —%( 7}:112—2 7':1$j+n 2)
:We 20 Y j=1Ti 20 H :g(w)h(S(X),(u,o'2))
ou g(x)=1 et
h((sla 52)a (,u, 0’2)) = ;efﬁ(ﬁ*?#SlJrn,u )

(2ma2)™/?
Par le théoréme de factorisation on en déduit que S est exhaustive pour (u,o?).

Meéthodes d’estimation

Méthode des moments

Définition 19. Soit r € N*. Si X est une v.a. réelle t.a. E[|X|"] <+ oo alors on appelle E[XT]
le moment d’ordre r de X et on le note m,.

Définition 20. On appelle moment empirique d’ordre r la statistique

%Z (X5)"

j=1



que on notera M, ;.

Exemple 21. M; ,=X, et M27n:n_12?:1 X?

Définition 22. Soit 0 = (04, ..., 03) € © C R%. On suppose que X est une v.a. réelletelle que
E[|X |9 < + oo. Sl existe des applications 1, ..., pq telles que 0 = p;j(m1, ma, ..., mq), alors
lestimateur obtenu par la méthode des moments est donnée par

Gn: (‘Pl(Ml,n; ceey Md,n); ceey SDd(Ml,n, ceey Md,n))-

Exemple 23. X ~P(\), A >0. A =E[X] =m;. L’estimateur de A obtenu par la méthode des
moments est

Exemple 24. X ~ N (u, 0?). u=E[X]=m; et 02 = Var(X) = E[X?] —
L’estimateur de 6 = (u, 02) obtenu par la méthode des moments est 6,
Ml,n:)Tn et OA'EL:MQJI Ml,’rr

(B[X])? = ma — mi.

(M An) ou fi, =

=My, — Mln——ZXQ %ix - X,)?=52
=1

Jj=1

la variance empirique.
Méthode de maximum de vraisemblance

Définition 25. Soit x = (x1, ..., ) une réalisation d’un échantillon X = (X1, ..., X;,) de n v.a.
itd. La fonction L,(x,0) (ou L,(0)) donnée par

— L,0)=Ly(x,0)=p(x,0)= HJ 1 p(x;,0) dans le cas discret
— L,0)=L,(x,0)=f(x,0)= H?zl f(z;,0) dans le cas continu

vue comme fonction de 0 pour x fizé, s’appelle la vraisemblance de la réalisation ® = (x1,...,Ty).

Définition 26. On suppose que pour toute réalisation x = (21, ..., x,) il existe une unique valeur

én(:c) qui mazimise la vraisemblance L,(x, 0). Alors la statistique én(X) est appelée l'estima-
teur de mazimum de vraisemblance (EMV) du parameétre 0. Il revient au méme de maximiser la
vraisemblance ou son logarithme, c-a-d la log-vraisemblance, souvent notée £,(0) ou ,(x,0), i.e

35—y log(p(z;,0)) danslecasdiscret

Z?:l log(f(x;,0)) danslecascontinu.

Remarque 27. Pour chercher TEMV, on cherchera les solutions de I’équation

Oly, oln\
(5_91’ - %) =(0,...,0)



et vérifier que la matrice Hessienne

020,
89i69j i,j=1,...,d

est définie négative (on a supposé que 0+ £,(6) est C%(O)).

Exemple 28. Soit X = (X3, ..., X,,) un échantillon Bernoulli de paramétre p € [0, 1].

L@, p) = p=i= (1= p)" 0=

Jj=1 =
qui donne:
1 n
P=u 2
j=1
Donc Z242:2) — ) admet unique solution —lzn ;=T et
Bp - q pn_ n j:l ] +*n

0%l (z, p) = 1 ( - ) 1
T o U oL e me
op = = ' )-p)
ce qu’implique que p,, est un maximum globale de p+ £,(x, p) et que TEMV de p est X,,.

Eléments de théorie de I’'information

Dans cette section on supposera toujours que © CR? | © ouvert et d > 1.

Définition 29. On appelle score la fonction S(z,0) = (Si(z, 0), ..., Sa(z, 0)) @ valeurs dans R?
ot
0

Sl(ac,H):an(x,@), 221,,d

On appelle information de Fisher (apporté par X sur 6) la matrice symétrique I1(0) de dimen-
sion d x d donnée par

0 0 o
1(0):;=Eg[Si(X,0)5;(X,0)] = Eqg a—eifn(X,G)a—eifn(X,G) , ii=1,....d.

Remarque 30. On a que I(0) =Ey[S(X,0)S(X,0)T].



Exemple 31. (Exponentielle) X ~E(A), A>0. A=0€0=]0,+00[, d=1.

[z, \)=Xe T, 50
Soit > 0:

d 1
S(:C,)\):alogf(x,)\)zx—x

(-3)

Exemple 32. (Gaussienne) X ~N(p,v), 0= (p,v)€e®@=R xR%, d=2.

I(\) =EA\[S(X,\)? =E, = Vary(X) =

A2

1 1 1(x—p)?
En(:u”v):1ng(xaMav):_glog(2ﬂ')—§10g’l}—§—( ’UM) .

I(u,v)uJE#,v{(x“) (il(zu)QﬂEw{(xu) 1(zu)3]0

par symétrie, et

I(,U'v v)22 = E,u,v

R NCE 7 G v I T (z—p)?] 1 (z—p)?*
< 2072 TR T R I ST

Donc

O |-

est 'information de Fisher apportée par X sur (u,v).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans X'. Par exemple X =R si X est une v.a. réelle, X =
R™ si X est une v.a. vectorielle de dimension n.

Théoréme 33. (cas discret) On suppose
Hi1. {xeX:p(x,0) >0} ne dépends pas de 6 €O ;

H2. La fonction 0 p(z,0) est C*(©) ;



H3. VACX

T€EA zEA
82
90,00, p(x,@):; aoon, P 0 hi=ld
Alors
E[S(X,0)]=0 et I(Q)ijEe{a_Qlogp(X,e)]Ee[isj(Xﬁ)}
90,00, a0,

Remarque 34. Dans le cas continu on remplace partout p(z, 0) par f(z,0) et > _, g(z) par
fA g(z)dx.

Cas des familles exponentielles

Définition 35. Un modeéle P = {IPy: 0 € ©} est dit appartenir & une famille exponentielle si
existent un entier r > 1 et des fonctions

c(0)>0, h(z)>0, «;(6),T;(0) pour j=1,...,d,

telles que

Exemple 36. (Bernoulli) X ~Ber(p). pe]0,1[.

p(ZE, 9) — 91(1 _ 9)1—;3 —” logf+(1—x)log(1—0) _ e® log(0/(1—0))+log(1—0) pour = 0’ 1
et doncr=1, c(0)=(1-0), h(z)=1, a1(8) =log(0/(1 —0)), T'1(x) ==.

Exemple 37. (Gaussienne) X ~ N (p,0?).

1
as(f)=— 5o Iy(z) =22

Donc soit Ber(p) que N'(u,02) appartiennent & des familles exponentielles.

Exemple 38. X ~G(a,b). (a,b)=0€©=]1,+ 00 x R}

a

— b a—1,—bx
f('raavb)*l—w(a)x € HI>0




h(z) =150, c(a,b) =b*/T'(a), T1(z) =logz, Ta(z)=—=x, a1(a,b)=a—1, as(a,b) =b.

Théoréme 39. Soit P un modéle paramétrique appartenant a une famille exponentielle. Si les
fonctions ;(0), i=1,...,d sont C*(©) alors les hypotheses H1, H2, H3 sont vérifices.

Exemple 40. (Bernoulli, suite de 'exemple 36) r =1, a1(p) =log(p/(1 — p)) est C?(]0,1[) donc
H1, H2, H3 sont vérifiées.

d xr l1-—x
S(x,p)=—logp(z,p)==—
(z,p) i gp(z,p) Pl
B g pla, p) = — & - AT
ap? BT T )
Par le théoréme 33 on a que
0=E,[S(X, p)]
et que
1-p 1, 1 1

pour tout p€]0,1][.

Théoréme 41. (Borne de Cramer-Rao) Ici d = 1. Soit et g: © — R une fonction C1(©) et
T.(X) un estimateur non biaisé de g(6). Si P vérifie les hypothéses H1, H2, H3 et en plus on
a que

i. 0<I(0)<+o0.

> T(x) %p(m, 0) dansle casdiscret ;
[ T(x) %p(a}, 0)dr  danslecascontinu.

Alors

Remarque 42. Si Vary(T,(X)) = % alors on dit que l'estimateur T, est (uniformément)
efficace.

Exemple 43. Soit X ~ N(p, 1), § = p € © = R. Le modéle appartient a une famille exponen-
tielle avec r =1 et a1(z) =z. Donc a; est C?(0) et les hypothéses H1, H2, H3 sont vérifiées et
donc

d2
I(MF*]Ed—uglog f(X,w)=1

car

d _ & (@ —w?] _
d_lﬂlogf(xau)_d_/ﬂ —108;(277)—T =-1.

10



On considére Pestimateur T;,(X) = X,, de . On a que g(u) = p est CY(R), g'(1) =1 et que

a Ly 0 -7 y(z—w?__dx
T(x)=— €, dx=— Ti—e 2 ey _dx
Jr@ gt a=32 frog T
:li i /x(:ck — u)efézyzl(ﬂﬁruyd—m
n 4 i (27T)n/2

I [ A e da
7n.z/:cz(zZ He (2m)"/?

¢ 2 —33 i (z—w)?_dx
= i X fale W _OT g
2 / (zi = p)’e (2m)" 72

D’autre part on a aussi par un calcul direct que Var(7T,) =1 donc l'estimateur 7,,(X) est unifor-
mément efficace.

Théoréme 44. Dans les mémes conditions du Théoréme 41 on a que lestimateur T,(X) est
uniformément efficace ssi existe une fonction déterministe a,(0) telle que

S(Xi, 0) = an(0)(Tn(X) — 9(6)).

n

3

Exemple 45. X ~N(pu, 1), Tn(X) =X, g(p) = p.

S(z, p) :%bg [z, p)=2z—p.
S(Xi, ) = (Xi— p) =n(X — 1) =n(Tu(X) — g(1))

n
i=1 i=1

et en prenant a,(u) = n le théoréme précédent est valable. Il n’est donc pas surprenante que
Pestimateur T, soit efficace.

Lien entre l’'information de Fisher et la loi asymptotique de PEMV

On suppose ici d=1.

Théoréme 46. (cas discret) Soit P = {Pp: 6 € O} un modéle paramétrique vérifiant les hypo-
theses H1, H2, H3 tel que 0 < I(0) <+ oo. On suppose que ’EMV 0,, existe et est unique. Soit
o la vraie valeur du parameétre 6 inconnu. Si existe 6 >0 et k(x) >0 tels que

i. jTZlog p(z,0)| <k(xz) pourtoutd e [fy—d,600+ 7]

11



ii. Ego[k(X)] <+ 00
alors
V(0 — 00) -5 N(0,1/1(60)).
Remarque 47. Dans le cas continu remplacer p(z, ) par f(z,6) dans I’énoncé précédente.
Exemple 48. Soit X ~E(N), A>0. ©=]0,+ oo|.
flz, ) =Xe M50

r=1,h(z)=T,s0,c(\) =X, a1(\) =— A€ C?O),T'1(z)=x

= le modéle satisfait H1, H2, H3.

S(m,)\):%—x

I =EA[(A = X) =A—2€]0, + oo.

L’EMV de A est A, =1/X,, (existe et est unique).

Soit § > 0 assez petit tel que |Ao— 3, Ao+ [ C]0, 4+ oo[. (A est le vrai valeur inconnu de A).

d? 1
Wlog f(xaM:*ﬁ

d? 1 1
’ng f(iEv)\)‘ =3 S o —0)2 = k()

On a que k(x) >0 et que k(X) est intégrable. D’apres le théoréme précédente on obtient que

V()™= M) = Vi (An = 20) "N (0, 3).

Directement on aurait pu raisonner comme suive: par le TCL on a
J— _ L _
V(X — Ao 1)—>N(0, Ao 2)

On pose g(x) = 1/x définie sur ]0, + oo[. La fonction g est C! dans un voisinage de \g > 0.
D’aprés la d-méthode

VI(9(X0) — 908 D) -SN (0, (97(1/20)) 225 )
g'(a)=—1/a?
(9'(1/20))*A5 2= A3

et on retrouve que

L

V(X)) ™' = Xo) =vn(g(Xn) — (A5 )N (0, X5).
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