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Tests d’hypothéses

L’objectif d’un test d’hypothése paramétrique est de répondre a la question que 'on forme de la
maniére suivante: Est-ce qu’au vu de l'observation d'un échantillon X = (Xj, ..., X,,), les X sont
des v.a. iid, on peut décider entre les deux possibilités Hy: 0 € ©g et H1: 0 € ©17 Ici ©; C © pour
1=0,1et OgNO=10.

Exemple 1. Dans un jeu au pile ou face, on définit la variable aléatoire

1 sionobtient face
X= . . .
0 sionobtient pile

Si la piéce n’est pas truquée, on doit s’attendre & avoir la méme probabilité d’obtenir pile ou
face, c-a-d que l'on doit s’attendre a: § =1/2. (X ~Ber(6),0€]0,1])

Au vu de Pobservation d’un échantillon (Xj, ..., X,,) ou les X sont iid ~ Ber(#) on pourrait
tester les hypothéses suivantes:

— Hy:0=1/2 contre H1:0=1/3
— Hp:0=1/2 contre H;:0=2/3
— Hy:0=1/2 contre Hy:0 <1/2
— Hyp:0=1/2 contre Hi:60>1/2

— etc...

Exemple 2. Supposons que 'on s’intéresse & déterminer si un médicament fait baisser la ten-
sion artérielle chez certains patients. Soit X; la différence entre les deux mesures de la tension
artérielle du patient j. (2 mesures: avant et aprés administration du médicament). Supposons
que X1i,..., X, sont des v.a. iid ~N(u,0?). On va tester

Hp: p=0 contre Hip:pu<0

Hj représente 1’éventualité que le médicament n’a aucun effet, H; celle de ’événement que en
moyenne la pression artérielle baisse.

On suppose que (X7, ..., X,,) est un échantillon d’une loi appartenant au modele P = {IPy: 0 €
©}. Soient Og et O deux sous-ensembles de O tels que OgN O =).

On appelle test d’hypothése ne régle de décision qui permet de décider entre les hypothéses Hy:
0 €Oget Hi:0€0Oq. Hyest appelée 'hypothése nulle et H; 'hypothése alternative.

Un test est une statistique ¢(X1,..., X,,) a valeurs dans {0, 1}:

1 sionrejette Hy (et donc accepte Hy)
0 sionaccepte Hy

qb(Xl,...,Xn){

Un test est déterminé par sa région critique (ou région de rejet) W:

W ={x=(x1,...,zy) telque ¢(z1,...,z,) =1} T X™.



On appelle erreur (risque) de 1ere espéce le rejet de Hy a tort. Cette erreur de lere espéce est
mesurée par la probabilité

Py(X € W) =Py(rejeter Hy) pour € Oy.

On appelle erreur (risque) de 2eme espéce le rejet de Hy a tort. Cette erreur est mesurée par la
probabilité

Py(X W) =Py(accepter Hy) pourf € 6.

On appelle puissance du test la fonction §:©1 — [0, 1] donnée par 5(0) = Py(rejeter Hy) pour 6 €
0.

Hy est vraie H, est vraie
Accepter Hy OK Erreur de 2eme espéce
Rejeter Hy | Erreur de lere espéce OK

On dira qu’un test est de niveau « (ot a €0, 1] fixé) si suppeo,Po(X € W) =a.
On dira qu’un test est de seuil o (ot a€]0, 1] fixé) si supgeo, Po(X € W) < a.

On dira qu’'un test de seuil « est uniformément le plus puissant (UPP) si sa puissance est maxi-
male pour tout # € ©1 parmi tous les test de seuil a.

En général on choisira « € {0.01,0.05,0.1}.

Exemple 3. Soit (X, ..., X;;) un échantillon issu de la loi N'(u, 02) ot o¢ est connu. On consi-
dére le probléme de comparer

Hy:p=po contre Hi:p=p

avec o < pp fixés.

Un estimateur naturel de 'espérance p est la moyenne empirique X,. Il semble « naturel » de
vouloir rejeter Hy si X,, est grande. Le test admet pour région critique

W ={(z1,...,%n): Tn >k}

et donc il accepte Hy si X, <k et rejette Hy si X,, > k. Autrement dit ¢(X7, ..., X,) = Ig, w1
nous reste de déterminer k.

Si on veut construire un test de niveau a on doit avoir supgee, Po(X, > k) =a. Ici ©Og={uo} et
donc

sup Po(Xy, > k) =P, (Xpn>k)=a.
0€0o

Sous I'hypothése nulle X ~ N (po,05/n) :

Xn_,UO
7=~ N(0,1);
N (0,1)

=t et ) <25 )

k?—,%)
< PlZ<——— |=1—«
( oo/V/n



On en déduit que

it Ho =Zl-a
0'0/\/5

ou z, est le quantile de la loi Gaussienne standard. Ce qui permet de donner la formule suivante
pour k:

g
k:MO+_Ozl—a-

vn
Calculons la puissance (1) de ce test. Par définition

Bp) =Py (Xn> k) Pm(Xn > NOJF%Zla)

Sous I'hypothése alternative
Xn — M1

7= oo/v/n

~N(0,1)

et donc

Xn— p1 _ po— p1 ro o=
ﬁ(ﬂl) u1< 0'0/\/% Uo/ﬁ +2zi—a 0_0/\/— +2Z1—a

OI', si /1/0_/1/1<01

lim P

7'< —a |=0
n— oo ( 0‘0/\/_4_2;1 a)

et donc la puissance converge vers 1 lorsque la taille de I’échantillon n — oo.

Les différentes catégories d’hypothéses

Les hypothéses simples

Définition 4. On dira qu’un test est un test d’hypothéses simples si les hypothéses sont du type
H0:9:90 et H119=91 ol 90%91 (@02{90} et @12{91})

Théoréme 5. (Lemme fondamentale de Neyman-Pearson) Soit P = {Pg: § € O} un modéle
paramétrique. On considére le test d’hypothéses simples Hy: 6 = 0y et Hy: 0 = 61. Le test qui

rejette Hy si
L, (x,01) N L,(X,61)
_ 7 IP —_— =
e 9)>ca ou 0o >cq o}

est un test UPP parmi tous les test de seuil .

Exemple 6. Reprenons I'exemple 3.

2 7n/2 o 1 n L 2
Ln(z, p11) (2700) exp( 203 Lizt @i— ) )exp
Lu@.10) (amod) " exp( — 3 S0, (i~ o))

g =
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D’aprés le lemme de Neyman-Pearson on le test UPP est de la forme

Lu(z, 1) (Bi—po) - n o o
—_ - - - T 7 —_— J— >
IENT) exp| n p= Tp 20%(#1 16) | > ca

2 n,o2 9
ojlog e+ (i —

o &> 0108 Ca 2(#1 Mo):ka
(1 — po)n

ol k, est déterminée par la condition

Ln(Xvul) oy —
Pﬁo<m>ca) —O[—IPMO(Xn> ka)

Lien avec I’exhaustivité

Proposition 7. On considére les hypothéses simples Hy: 6 =6y et Hy: 0 =01 (6p+ 01). Si S(X)
est exhaustive pour 6 et

(5,0) = Ps(x)(s,0) danslecasdiscret
g7 = fs(x)(s,0) danslecascontinu

alors le test de Neyman et Pearson se réduit au test qui rejet Hy si

Exemple 8. Reprenons encore I'exemple 3. On sait que S(X) = X,, est exhaustive pour p et
que

1 _2”2(5—/02
5 = S, =—— ¢ *“90
g(s, 1) = fsx)(s, 1) ol
Donc
g(s,01) _ —omzls—m)?= (s = po)?
g(saGO)_e >da
- 2 (5 — po)?2>log d,
20_8 (S /’Ll) 20_% (S /,Lo) og

1 208 )
&S s>— + p+———logds | =ka .
2 (MO H n(po — 1) s

Le test rejette Ho si S(X)=X >k, et donc on retrouve que

(o
ka:MO+_OZI—a-

NG



Hypothése simple contre hypothése composite

Définition 9. On appelle test entre hypothése simple et hypothése composite tout test ou les
hypotheses sont du type Hy:0 =00 et Hy:0 € ©1 ot 0u¢0O; et card(0q) > 1.

Proposition 10. On considére le test d’hypothéses Hy: 0 =60y contre Hy: 0 > 6y. Si la région cri-
tique du test de Neyman et Pearson pour le test avec hypothéses Hy: 0 = 0y et Hi: 6 = 01 avec
01 > 0y ne dépends pas de 01 alors le test de Neyman et Pearson (de niveau o) est le test UPP
pour les hypothéses Hy: 0 =0y contre Hy: 0 > 0y parmi tous les test de seuil c.

Exemple 11. Reprenons l'exemple 3. On consideére les hypothéses Hy: = po contre Hy: > .
On a vu que le test de Neyman et Pearson de niveau « pour les hypothéses simples Hy: 1 = po
contre Hy: = p1 ot pg > pg est de rejeter Hy si

Xn > /L0+&21,a.

NG

La région critique de ce test est

W:{m:fn>uo+a—0nzl,a}

7

et ne dépends pas de pi. D’aprés la proposition précédente, le test de Neyman et Pearson est le
test UPP pour les hypothéses Hy: = po contre Hi: p > o parmi toues les test de seuil a.

Remarque 12. Le test UPP de niveau a pour les hypothéses Hy: i = po contre Hy: p < po est
la régle de décision qui rejette Hy si

> ago g0
Xp<pot+—z2a=Ho— —F—Z1—a-
n Ho \/ﬁ @ Ho \/ﬁ 11—«

Remarque 13. (Exercice) Il n’existe pas un test UPP pour les hypothéses Ho: p = o contre
Hu: pi# po.

Tests entre hypothéses composites

Définition 14. On appelle test entre hypothéses composites tout test ou les hypothéses sont du
type Hp:0 € Oq et Hi1:0 €01 ou ©gNO1 =10, card(0g) >1 et card(0;) >1.

Théoréme 15. (de Karlin-Rubin) On considére les hypothéses Hy: 0 < 0y contre Hq: 0 > 0y. Si
S(X) est une statistique exhaustive pour 6 telle que, pour tout 2> 61 la fonction

9(5792)

S
- 9(5791)

est croissante, alors le test qui rejette Hy si S(X) > s, est le test UPP parmi tous les test de
seuil =Py (S(X) > sq).

Exemple 16. Reprenons encore I'exemple 3. S(X)= X, est exhaustive et

(8 12) _ —5(s—p2l*+5(s—m)? _ 528 (na—p)—ud+ud)



est une fonction croissante de s pour tout ps > p1. D’aprés le théoréme de Karlin-Rubin, le test
qui rejette Hy si S(X) > sq est le test UPP parmi tous les tests de seuil o = Py, (X, > so) et
donc

0o
Sa=HMHo+ —F—Z21-a-

Vn

Test du rapport de vraisemblances

On considére en général les hypothéses Hy: 6 € ©¢ contre Hy: 0 € ©1. On pose

supgee, Ln(z, 0)
() = 0 .
( Sup9€@1U90Ln(m79)

Définition 17. On appelle test du rapport de vraisemblances le test qui rejette Hy si

An(X) < Ao

Exemple 18. Reprenons 'exemple 3 avec Ho: p = pio contre Hy: p #+ po. Ici ©g = {po} et ©1 =
]R\@O Donc @1 U @0 =R.

"(wa MO)
n(@, Tn)

L L
)\n(w — "(1:7 MO) _
Sup;tE]RLn(wa :u) L
car le sup est atteint pour pu = z,. On trouve que le test de niveau o du rapport de vraisem-
blances rejette Hy si
ﬁlX'n - MOl

— > Zl-q/2
oo

Exemple 19. Dans le cas ot X ~ N (i, 0?) avec peto inconnus et Ho: = po contre Hy: pu = po.
on trouve que le test de niveau o du rapport de vraisemblances rejette Hy si

V| Xn — ol

——— >li—a/2,n-1

Sn

oll t,n est le quantile & niveau o de la loi ¢ de Student avec n dégrées de liberté et S2 est la
variance empirique

1 «— _
S,%:nfl (X = Xn)2
k=1



