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Preexamen

Exercice 1. Soit (X,),>0 une chaine de Markov homogéne sur l'espace d’états M fini de
matrice de transition P. On fait I’hypothése que la chaine (X,),>0 est engendrée par une récur-
rence aléatoire X, 11 = F(X,, Z,41) avec F: M xU — M et (Z,)n>1 une suite iid a valeurs dans
lespace U (par exemple U =0, 1] et Z; ~U([0,1])). Soit f: M - R et (Fp,=0(Xo,..., Xn))n>0 la
filtration engendrée par (X,)n>0. On pose Y, =>""" | f(X;) et on considére le probleme d’arrét
optimale en horizon infini

V(x) =sup E.[Y7] =sup E.[ )  f(X3)]

-

ol on veut maximiser le valeur moyen de Y7 sur tout les temps d’arrét de la filtration (Fy,)n>o0.
Soit T, = inf {n > 0: X,, = 2} et supposons que la chaine est telle qu’il existe un état adsorbant
0 € M tel que E,[Ty] < + oo pour tout 2 € M. On fait 'hypothése que f(0)=0.

a) Donner la relation entre P et F.
b) Montrer que pour tout « € M et tout t.a. T la quantité IE,[Y7] est bien définie.

c) Soit T un t.a. et X' =X, sin<T et X, =6 si n>T. Montrer que (X.),>0 est un pro-
cessus adapté.

d) Montrer que X[ &Fr pour tout n > 0.

e) On considére une espace des actions A = {0, 1}. Soit (X,)n>0 une récurrence aléatoire
controlée donnée par

Xpi1=G(Xpn,Up, Zny1) pour n>0

avec Xo= Xo, Up = un(Xo, - Xn) et u € Cy. Déterminer la fonction G: M x A x U — M
telle que pour tout t.a. 1" associé a la filtration (Fn)n>o il existe un contrdle u € Cy tel
que la récurrence aléatoire (X,),>0 contrdlée par u satisfait

pour tout x € M.

f) Montrer que le probléme d’arrét est équivalent au probléme de controle optimale du pro-
cessus (X,)n>0 a valeurs dans M, espace d’actions A = {0, 1} et matrice de transition
homogéne

P(z,y) sia=0
1y=o sia=1 "~

Pa(:v,y){

et que

V(z)=sup Efy [ > f(X)]-

u€Co k>0



Utiliser la formulation de contréle optimale pour prouver que la fonction valeur V: M —
R satisfait

V(z)= f(z) +(PV(2))+
ou PV(z)=3", .\ Plz,y)V(y).
Montrer que V(6)=0.

Soit M,, = 2?2_01 f(X;) + V(X,,) pour n > 0 et My =V (Xp). Montrer que (M,),>0 est
une sur-martingale pour tout état initial Xo=x € M.

Montrer que M, =sup (Y, E[M,1|F,]) on Y, =37 f(X,).
Montrer que lim,, M, =lim,, ¥, =Yoo= Y., f(X;) p.s. et dans L'.
Soit T* =inf{n >0:V(X,) = f(X,)}. Montrer que P(T* < +o00) =1.

Montrer que M,, = M, n7+ est une martingale et en déduire que

Vi) =B} f(Xi)]

et donc que T* est un t.a. optimal.



