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Controle de chaines de Markov [v.6 20091015]

TD2. Propriété de Markov forte.

Exercice 1. Soit (X,,)n>1 une suite iid de loi U([0, 1]) et S, = X1+ - + Xp, So=0. Soit T =inf
{n>0:5, >1}. Montrer que P(T' >n)=1/n! et que E[T]=e, E[ST]=¢/2.

Exercice 2. (PROMENADE ALEATOIRE ASYMETRIQUE). Soit (X,),>1 une suite iid avec
P(X,=+1)=p>1/2, P(X,,=—1)=1—pet S,,= X1+ -+ X,,, So =0. Soit 7 =inf {n > 0:
Sp <0} et Y =inf,,>¢ Sp. Montrer que

1. P(r<+o00)<1;

2. P(Y<—k)=P(r <+ o00)¥

3. Soit T'=inf{m >0:5,,=1}. Appliquer l'identité de Wald & T'A n pour montrer que

1 1
E[T]:E[Xl]Zprl'

Exercice 3. Soit (X,)n>1 une suite iid avec E[X,,] =0 et Var(X,) =0%< +o0o. Si T est un t.a.
intégrable montrer que

E[S%] = 0?E[T).

(Sugg.: Calculer IE[S%,,] par recurrence et montrer que (S7an)n>1 est une suite de Cauchy dans
L*(9).)

Exercice 4. Soit (X,,)n>1 une suite independent et (7},),>1 une suite de t.a. intégrables et tels
que E[T},] — 4 oo quand n— 4+ oco. Montrer que si pour tout & >0,

1 n
E Zl ]E[Xm]-X,,L>sm] —0
m=

quand n — + oo, alors

(Sugg.: lestimation est facile si X1, <eT;, ou si T, < N pour N fixé).

Exercice 5. Soit (X,),>1 une suite iid avec E[X,] =0 et E[X2] = 1. Soit 7. =inf {n >0:|S,|>

cv/nt.
1. En utilisant l’exercice 3 montrer que E[T,] =+ oo pour ¢> 1.

2. Montrer que pour tout T=T.An on a
E[r] < A E[r] +2¢/E[7] E[X?] + E[X2.

3. Utiliser lexercice 4 et cette inégalité pour montrer que E[T,] <+ co si ¢ < 1.



Exercice 6. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov d’espace d’états M et A C M. Soit
Th=inf{n>T ' X, A}, T3=0.

1. Montrer que Yy = Xp& est une chaine de Markov de matrice de transition Pa(z, y) =
IPJC(XTA = y)a T,y € A.

2. Montrer que P4(z,y) est la solution minimale de I’équation

PA($,y):P(I,y)+Z P($72)PA(Z7y)'
ZEA

Exercice 7. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov d’espace d’états M, Y,,= Xg, et
Sm1=Inf{n > Sp: X,,# Xs, }.

Montrer que (Y7,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P donnée par

P(z,2)=0, p(x,y):%pourz#y.

Exercice 8. Soit (X,,),>1 une suite iid avec E[(X1)4] <+ oo et ¥y, =maxi<mgn Xm —cn.
1. Soit T=inf{n>0: X, >a} et p=P(X,, > «a). Calculer E[Y7].

2. Soit « la solution de E[(X; — a)+] =c. Montrer que E[Y7] =« et utiliser le fait que

Y, <a+ Z ((Xm_a)-i-_c)

m=1

pour prouver que si T est t.a. intégrable alors E[Yr] < a.



