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Temps d’arrét et propriété forte de Markov

1 Temps d’arrét

Soit (2, F, IP) un espace probabilis¢é muni d’une filtration (F,),>0 (suite croissante des tribus)
Une v.aa. T: Q@ — N =N U { + co} est appelé un temps d’arrét (pour la filtration (F,)n>0) ssi
{T <n}€eF, pour tout n>0. On utilisera la convention inf{ =+ oco.

Exemple 1. Soit (X,),>0 un processus stochastique & valeurs dans un ensemble X" discret et
soit (Fp=0(Xo, ..., Xn))n>o la filtration associé au processus

e Pour tout z € X, le temps de premier passage en © : T, =inf{n >1: X,,=x} est un t.a.

e Pour tout A C X, le temps d’atteint de A : Ty=inf{n>1: X, € A} est un t.a.

e SiACX alorslava. Ly=sup{n>1:X, € A} n’est pas en général un t.a.
Remarque 2. Une définition équivalente de temps d’arrét est que T est un t.a. ssi {T'=n} €
Fn pour tout n > 0.

SiTestun t.a. onaque {T'>nteF,, {T2n}teF_1,{T<n}eF,_1, {T=+x}€Fo=
U(]ﬁ,]ﬁ,“.»

Définition 3. Si T est un t.a. on peut définir la tribu Fr par
Fr={AeF:An{T'=n} € F,pourtoutn >0}.

Exercice 1. Vérifier que Fr est bien une tribu.
Proposition 4. Si S, T sont deuz t.a. et S(w) <T(w) pour tout w € Q) alors Fs C Fr.
Démonstration. Exercice. O

Théoréme 5. Soit (X,)n>1 une suite iid tel que X1 soit intégrable et T un temps d’arrét inté-
grable pour la filtration associé ¢ (X,)n>1 et soit Sy, =Xq1+ -+ X,,. Alors

E[S] = E[T|E[X4].

Démonstration. Par Fubini et par indépendance de X par rapport & F;_1 on a que

E[Y 1 Xellecr] =) Bl Xl Iecr] =Y Bl X JE[Tr<r]

k>1 k>1 e, k=1

=E[|X1]E| Z Lp<r] =E[|X:[JE[T]

k>1

Donc la fonction © x N 3 (w, k) — Xp(w)li<r) est intégrable sur © x N par rapport a la
mesure P x Q ou @) est la mesure de comptage sur N (Q({k}) = 1 pour tout k € N), on peut
refaire le calcul précédent sans mettre la valeur absolue et on obtient

E[Sr] = E[Y Xilkcr]=Y  E[X||E[lpcr] = E[X\|E[T].
k>1 k>1



2 SECTION 1

Remarque 6. L’importance de 'identité de Wald est dans le fait que T ne doit pas étre indé-
pendant de la suite (X,,),>1. Par exemple on peut prendre T'=inf{n > 1: X,, > a} pour un cer-
tain @ € R donnée. Alors est facile de montrer que conditionnellement a {T' = n} le vecteur
(X1, ..., X;,) est un vecteur iid ou chaque composante a la loi de la v.a. X; conditionnée a 1’évé-
nement {X; <a}.

Exemple 7. (PROMENADE ALEATOIRE). Soit (X,)n>1 une suite iid avec P(X,, = £ 1) = 1/2.
Fixons a <0<bet a,beZ. Soit S, =X1+ -+ X,, et N =inf{n > 1: S,¢Ja, b[}. N est un t.a.
pour la filtration associé aux (X,)n>o. Vérifions que est intégrable. Soit L =b — a > 0. Par la
propriété de Markov de la suite (Sp)n>0 (avec Sop=0) et I'homogénéité on a que

P(N > (n+1)L) =P({S1, ... Snz.} €]a, b, {SnL 41, Sy} €]a, b))

= > P{Su Snr} €1a, b, {Snr 11, Sy} €]a, b, Sur=1)
z€la,b]

= Y P8, Snr}€)a,b) Snr=2)P({Snrs1,., Sni1yr} €la, b Snr =)
z€la,b]

= Y PS8, Snr}€la, b, Sur=2)P({Sh,...,SL} €]a, b[|So =)

. z€la,b]
mails

P({S1,...,Sp}¢]a,b[|So =) > P(Sr¢]a,b[|So=2) >P(X1=...= X, =+1)=2"F
car la distance de x € [a, b] de 'ensemble [a, b]¢ est au plus L. Cela donne
P(N>n+1)L)< Y P{Si,.... s} €la, b, Snr=)(1—275)
z€la,b]
=P({S1,...., 8} €la,b))(1-2"E)=P(N>nL)(1-2"F)
et par récurrence on obtient que P(N >nL) < (1 —275)". Pour tout k > 0 soit n tel que n L <
E<(n+1)L:
P(N>k)<KP(N>nL)<(1-2"5Hr<(1-270)" (a2 El=(1—2-L)~1ck
avec c= (1 —2"1)YL <1 et donc
EN]=E[Y Tycn]=) P(k<N)<+oo
k>0 k>0
ce qui montre l'integrabilité de N. Par I’identité de Wald on a donc
E[Sy]=E[X;]E[N]=0
car E[X;] =0. Etant que N < + oo p.s. la v.a. Sy peut prendre seulement le deux valeurs a ou
b:
OZE[SN] :aIP(SN:a)+bIP(SN:b).
Alors

b —a
b—a’ IP(SNib)ibfa

]P(SN:(Z):

et si Pon note T, =inf{n >1:5, ==z} le temps d’atteinte de z on a que pour tout a <0 et b>0

b

JP(Ta<+oo)>1P(Ta<T,,)=]P(5N:a):b_a,

En prenant la limite pour b — 4+ co on obtient que IP(T;, < + 0o) =1 pour tout a < 0. En remar-
quant que le processus ( — Sy)n>1 a la méme loi que (Sy,)n>0 (si So=0) on a aussi que P(T, < +
o00) =P(T_, <+ o0) pour tout = € Z et donc que Ty, <+ oo p.s. pour tout £ 0. De plus si x£0
alors on doit avoir E[T,] =+ oo car autrement par Wald on obtiendrais

z=E[S1,] = E[T,]E[X1] =0
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car St, =1 p.s.

2 Propriete de Markov forte

Soit (X,)n>0 une chaine de Markov homogene & valeurs dans ’espace discret M et de matrice
de transition P. Si on considére la filtration (F,, = o(Xo, ..., Xn))n>o0 la propriété de Markov
s’écrit,

Elo(Xn, .o, Xngp 1) [ Fn] = Elp(Xn, s Xnyr) | Xn] = EXk[SD(XOa o X))l

On veut montrer la generalisation suivante de cette equation ou on remplace n par un temps
aleatoire.

Théoréme 8. (PROPRIETE DE MARKOV FORTE)

Soit T un t.a.. Pour tout x € M, conditionnelement a l'evenement {T < + oo, X7 =z} le pro-
cessus (Xrin)n>o est independant de Fr et est une chaine de Markov de matrice de transition
P issue de x. En particulier sur {T <+ oo} on a que

Ele(X14n)n>0)|Fr] = Ex[¢(Xn)nz0)]- (1)

pour tout p: MZ — R mesurable et tel que o((X14n)n>0) S0it integrable.

Démonstration. On doit montrer que pour des evenements A de la forme

A:{XT:yOa-“aXTJrn:yn} (2)
pour quelques yo, ..., yn € M et B € Fr on a que
P(A,B|IT <+ o0, Xr=2)=P(A|T <+ 00, Xr=2)P(B|T <+ 00, Xr=2x). (3)

Or, par la proprieté de Markov usuelle:
P(A,B,T=k,Xr=2)=P(Xpr=yo0, .-, Xktn="Yn, X =2,B,T=k)
=P(Xr=v0,---, Xtotn=Yn| X =2)P(Xr=2,B,T=k)
=P, (Xo=y0,.-0» Xn=9n)P(Xp=2,B,T=k)
car BN{T'=k} € Fi. En conditionnant sur la valeur de 7" on a que

P(A, B, T=k,Xr=x)
P(T < +o00, X7 =21x)

P(A,B|T <+ 00, Xr=1) =
k>0

_ . - P(Xk:xaB7T:k)
*Pr(XofyO’---’Xn*y”)]; P(T <+ o0, Xr =1)

:IPl(XOZ Yo, 7Xn: yn)IP(BlT< +OO,XT:x)

et en prenant B =) on obtient ’eq. (3). La famille des evenements de la forme (2) est un m-sys-
teme et donc deux mesure que coincident sur ces eventements coincident aussi sur la tribu qu’ils
engendre ce que dans notre cas donne o((X74n)n>0). Pour montrer l'eq. (1) on suppose que
¢ > 0 et on approche la fonction ¢((n)n>0) par des fonctions simples ¢, de fagon monotone:

on/ P St on((Tn)nz0) =D 1 Mk L(z,),50cE, alors par I'eq. (3) on a que, sur {T'< + oo},

Elon((X14n)nz0)|Fr] = > MP(Xr1n)az0 € ExlFr) =D MP((Xr4n)nz0 € ErlXr)
k k
= Z AP X7 ((Xn)nz0 € Ei) = Exr[on((X1r4n)n>0)]
k

a la limite on obtient donc la (1). O



