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Processus discrets [v.2 20091116]

Solutions prepartiel

Exercice 1. On considére deux v.a. X,Y telles que

E[f(X)[Y]= f(Y).

Pour tout fonction f mesurable et bornée. Montrer que X =Y p.s. .

Solution. On fixe N >0 et on considére
E[X - YPlx<nly<n] =E[(X2-2XY +Y?)1lx<n vy<n]
=E[E[X Lx<n[Y]ly<n] - 2E[EX1x<n|Y]Y Iy <] + E[E[Lx<n[Y]Y 1y <n]
—E[Y2ly<n] - 2E[Y2ly<n] + E[Y?1y < n] =0.
Donc par convergence monotone

E[X - Y[*]|=E[sup (|X - Y[Plx<nly<n)] =0
N

et X =Y p.s. A noter que on ne peut pas directement montrer que E[|X — Y'|?] =0 car on ne
suppose pas que X et Y sont dans L?().

Exercice 2. Soit X ~%([0,1]) et Y =min (X,1/2). Calculer E[X|Y].

Solution. Soit ¢(Y) = E[X]|Y]. La fonction ¢ est caractérisé par l'équation E[f(Y)X] =
E[f(Y)e(Y)] pour tout fonction f. On a

1/2

Bf()e()]= [ fe@)dr+ 370/2)0(1/2

et

1

1/2 1/2
IE)[Xf(Y)]:A xf(x)der/ :cdxf(l/2):A xf(x)der%f(l/Q)

1/2
Donc on peut choisir

3
p(z)=x 1z<1/2+11x:1/2~

Exercice 3. Soient X, Y deux v.a. telles que E[X] =E[Y] =0 et telles que Z=X + 8Y est
indépendante de Y pour un quelque 8 € R. Montrer que E[X |Y]=—- (Y.

Solution. Par indépendance on a que E[Z|Y] = E[Z] =0 et donc par linéarité E[X|Y]=E[Z —
BYY]=—-pPE[YY]=-pY.

Exercice 4. Soit (X,,),>0 une suite des v.a.. Pour n fixé on considére deux v.a. Y, Z telles que
Yéo(Xo, ..., Xy) et Z€o (X, Xpi1, ...). Montrer que les deux égalités suivantes sont équiva-
lentes:

i. E[Z|Xo,..., X, =E|[Z]|X,)] pour tout v.a. Z€o (X, Xy, 11,...) bornée ;

ii. E[YZ|X,] = E[Y|X,] E[Z|X,] pour toutes v.a. YEo(Xy, ..., X,,) et Z€o(Xpn, Xn1, --.)

bornées.



Solution. On montre que i=-ii. Par emboitement des espérances conditionnelles :

E[YZ|X,|=E[E[YZ|Xy,..., X,)| X = E[E[YZ| X, ..., X,]| Xn]) = E[Y E[ Z| X0, ..., Xu]| X4]
car Y est (X, ..., X,,) mesurable. Par i on a donc

E[YZ|X,|=E[YE[Z|X,]|X,] =E[Y | X,]E[Z]|X,)
car B[ Z|X,)] est par définition o(X,) mesurable. On montre maintenant que ii = i.
E[Y E[Z| Xy, ..., X,]| =E[YZ]=E[E[YZ|X,]|]| =E[E[Y | X,|E[Z | X,]| =E[Y E[Z]| X,)]]

et donc E[Z|Xy,..., X, =E[Z|X,).
Exercice 5. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov avec espace d’états M discret.

a) Montrer que si A C M est un ensemble fermé pour la chaine alors

r€A=>P,(Vn>0:X,eA)=1.
b) Soit No=3", o, 1x,=0 et Ty =inf{n>1: X, =x}. Montrer que
Po(Ny > k) =P, (T, <+ 0)*.

¢) Soit Y, = (X, Xpnt1, Xni2). Montrer que la suite (Y;,)n,>0 & valeurs dans M? est une
chaine de Markov et donner sa matrice de transition Q: M3 x M3 — 0, 1].

d) En supposant que 7 € II( M) est une probabilité invariante pour P déterminer une proba-
bilité invariante p € II(M?) pour Q.

Solution. a) A est fermé, donc P(z,y) =0 si z € A et y¢A. Soit = € A:

(X, gA) = Z Z Z Z P(z,z1) - P(Tp_1,Tn)

r1EM Tp—26EM Ty _1EM z,¢A

— Z Z Z Z P(x,21)-P(&n_1,T)

r1EM Tp_26EM a:n,lg.A CD-,Lg.A

Z Z Z x .1'1 (xn—van—l)Z]Px(Xn_1¢.A)

z1EM Tp_26EM zp_1¢A

et par récurrence on obtient que P (X,&A) <P,(X1€A) =
b) Par la propriété de Markov on a

P, (N, > :ZPle>le_n=Z ZanH:x}k:—l,Tx:n,Xn:x)
j=1

n=1

—

n=

:Z P( Z Ix,,,=e 2k —1|X,=2)Pu(T, =n, X, =x)

oo (oo}
=Y Pu(Ne k= 1)Po(To=n, X, =2) =Po(No 2k —1) > Py(T,=
n=1

=P,(N, >k — 1)Py(T, < + )



et donc on peut conclure par récurrence.
c) Si on note yx = (yk, vk, Ui), yh € M3, yhe M, i=1,2,3, k>0.

Soit Yo, .ees Yny1 EMB. Siyt=vyi_1 pour 1<k<n+1et yt=yi_o pour 2<k<n+1 alors
]P(YOZy07"'7Yn+1:yn+1):]P(XOZy(thl:y%a~--5Xn+1:y’rllJrlaXTH-Q:y’r21+15Xn+3:y:r31+1)
ZM(yé)P(ycl)vy%)"'P(yrluy}z+1)P(y}z+17y721+1)P(y721+1,y731+1)
et P(Yo=yo,.--; Yn+1=Yn+1) =0 autrement. Dans le premier cas on a donc

]P(sz YOy eeny Yn+1 = ynJrl)
]P(YO: Yoy +eey Yn: yn)

]P(Yn—i-l - yn+1|Y =Yn, -"7Y0: yO) -

1(y0) P (50, y1)- - P(yns yn+ )P Wt 15 Yns )P Wit 1, Yt 1)
)

- 2 3y _ 3,3
(D Pyd, y)-P(yk 1, yHP(yL, y2)P(y2, y3) =P(Yn+1, Yn+1) = P(Yns Ynt1)

et P(Ynt1=yn+1|Yn="Un,.... Yo=yo) =0 autrement. Si on pose Q(z,y) =P (x>, y>)d,2 10,3 ,2
on peut écrire que
P(Yot+1=ynt+1|Yn=Yn, .., Yo=y0) = Q(Yn, Yn+1)

donc (Y;,)n >0 est une chaine de Markov de matrice Q.

d) Une probabilité invariante p pour ) satisfait

py)=> wQ(zy)= D u)PE Y020 2= > ul(h vt y?) Py )

zEM?3 21,22 23e M zte M
Si 7 est une probabilité invariante pour (X,)n>0 alors si la loi de Xg est m on a que
P(Yy=2)=P(Xp=2' X}, =22 X =23) =n(2") P(2', 2?) P(2?, 23)
pour tout k>0 et tout = € M? et donc si on pose p(r)=n(z!)P(z!,22)P(22 %) on a que
P(Yir1=2) = pQ(x) = p(z)
et donc que p est une probabilité invariante pour Q.

Exercice 6. Soit (X,),>0 une chaine de Markov homogéne avec espace d’états {1, 2, 3} et
matrice de transition

0 1 0
1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3

a) Déterminer les classes de communication ;
b) Soit T'=inf{n >1: X, €{1,2}}. Calculer P3(T =k) pour tout k>1 ;
¢) Déterminer toutes les probabilités invariantes de P ;

Solution. a) Les classes de communication sont {3}, {1,2}. b)

IP3(T:]€) :]Pg(X1:3, ...,Xk,1:3,Xk7é3) = (1/3)1671(2/3)



¢) Si on note 7 = (1, 72, 73) la proba invariante on doit avoir
7T1=7T2/2+7T3/3,7T2:7T1+7T2/2+7T3/3,7T3:7T3/3

et donc m3 =0, m = me/2 et 1 = my + m = 3m2/2 ce qui donne 7 = (1/3,2/3, 0) comme la seule
probabilité invariante.

Exercice 7. Dans deux piéces il y a un souris et un chat. Soit X, € {1, 2} la position du chat a
Iinstant n et Y, € {1, 2} la position du souris a I'instant n. On suppose que (X,)n>0 €t (Yn)n>0
sont des chaines de Markov sur {1,2} de matrices de transition

0.2 0.8 0.3 0.7
0.8 0.2 0.6 0.4 )
A Tinstant initial le souris est dans la piéce 1 et le chat dans la piéce 2. S'ils se trouvent dans la

méme piéce alors le chat mange le souris. Calculer le temps moyen de survie du souris E[T] ou
T=inf{n>0:X,=Y,}.

Solution. On considére l'espace d’états M = {(1, 1), (1,2),(2,1), (2,2)} ou Iétat (z, y) € M cor-
responds a la situation ou le souris est dans la piéce x et le chat dans la pieéce y. Si Z, = (X,
Y,), la chaine de Markov (Z,),>0 a la matrice de transition P donnée par

0.2-0.3 0.2-0.7 0.8-0.3 0.8-0.7
0.2-06 0.2-04 0.8-0.6 0.8-04
0.8-0.3 0.8-0.7 0.2-0.3 0.2-0.7
0.8-0.6 0.8-04 0.2-0.6 0.2-04

On a que Zp=(1,2) et que T=inf{n>0:Z,=(1,1)ou Z, = (2,2)}. Soit p(x)=1E.[T]. Par la
propriété de Markov on a que

@(m):{ 14+, P(z,2)p(z) siz#(1,1) oux#(2,2);

0 sinon .

Cette formule est prouvé dans la facon suivante. Soit A = {(1, 1), (2, 2)}. On remarque dabord
que

:[PCE(T: k) :Px(X1¢A7 7Xk71¢Aa Xk € A)

=3 Pu(XigA,..., Xy 1¢A, Xy € A|X1 =2)P(x, 2)
zeEM

Par la proprieté de Markov on a

=3 PuXofA, ..., Xp2fA, X 1€A)P(z,2)= Y  P.(T=k—1)P(z,2)
zeEM zeEM

et donc si ¢ A:

p(2) =E[T)=> " kP(T=k)= > P(z,2) Y kP.(T=k-1)
k=1 k=1

zeEM
=3 P(z,2) > (m+1)P(T=m)= Y Px,2)E[T+1]=1+ Y P(x,2)E.[T]
zeM m=0 zEM zEM

=1+ Z P(z,2)p(z).

zeM



En revenant & notre probleme on a que
50(17 2) =1+ O“p(]-a 2) + ﬂ@(% 1)
50(2a 1) =1+ 790(1; 2) + 550(2a 1)

oua=P((1,2),(1,2)=0.2-0.4, B=P((1,2),(2,1)) =0.8-0.6, y=P((2,1),(1,2)) =0.8-0.7, § =
P((2,1),(2,1))=0.2-0.3. La solution est donc donnée par la solution d’un systéme linéaire:

1-6+8
a)(1—=6)— By

90(17 2) = (1 —

Pourquoi on est stir d’avoir (1 —a)(1—-§)—8y>07?

Exercice 8. Soit (Z,),>0 une suite iid telle que P(Z; = k) = p (1 — p)* pour k > 0. Soit X,, =
max (Zo, ..., Zn). Montrer que (Xp)n>0 est une chaine de Markov sur IN et donner sa matrice de
transition.

Solution. On a que Z,, = max (Z,—_1, X,) et donc (Z,,) est une récurrence aléatoire car la suite
(Xn)n>1 est iid. Cela montre que (Z,)n>0 est une chaine de Markov. Calculons la matrice de
transition P(z, y):

P(Xi=y)=p(1—p)¥ six<y
P(z,y)=P(Z1=y|Zy=2z) =P(max (z, X1)=y)={ P(Xi<z)=1-(1-p)* " siz=y
0 siz>y



