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Processus discrets [v.1 20091113]

TD3. Chaines de Markov (II). Quelques solutions.

Exercice 1. (MODELE DE WRIGHT-FISCHER) Ce modéle décrit I’évolution d’un ensemble de N
chromosomes. On suppose qu’il y a 2 types de chromosomes, A et B, et on note X, le nombre
de chromosomes de type A présents a la génération n (il y en a donc N — X,, de type B). Le
modéle évolue de la fagon suivante : chaque chromosome de la génération n + 1 choisit au hasard
et uniformément un chromosome parent dans la génération n, ceci indépendamment des autres
chromosomes. Le chromosome fils a alors le méme type que son chromosome parent.

1. Sachant que X,, =i, calculer la probabilité qu'un chromosome donné de la génération n +
1 soit de type A. En déduire que la suite (X,,, n > 0) est une chaine de Markov a valeurs
dans {0, 1, ..., N}, de probabilité de transition

ron=( V)£ () e,
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2. Cette matrice est-elle irréductible ?

3. Donnez deux exemples simples de probabilités stationnaires pour cette chaine. En
déduire qu’elle posséde une infinité de probabilités stationnaires.

(Remarque: une probabilité 7 est stationnaire pour P si 1 =nP.)

Solution. On note Z,, 1: Q2 — {A, B} le type du chromosome k dans la génération n. On se donne
une double suite (Kp k)n>1,1<k<ny se v.a. iid uniformément distribué sur ’ensemble discret
{1, ..., N}: le chromosome k dans la génération n hérite son type du chromosome K, j dans la
génération précédente (n — 1). Donc Z, 11,k = Zn K, .., cela fixe de fagon univoque Iévolutions
des types des chromosomes dans la population. Si 'on note Z, le vecteur aléatoire (Z, 1, ...,
Znn)E{A, B} et K,,=(Kp 1,..., Kn ) on a que

Zn—i—l = f(Zn; Kn)

Par définition X,, = Zgil 1z, ,=4. On note que Xy, ..., X;, sont mesurables par rapport a les
va. (Kj)igicn et Xo et que on peut supposer que Zy (et donc Xo) est indépendante de
(Kn)n>1 . Cela implique que

]E[f(Xn+1)|Kn7 ey K1, ZO] = @(Zn)

ol
N N
P(z) =EL (Y Loy s,y = =EL (Y 1z, p,=a)]
k=1 k=1
avec des v.a. (Ug)i<rgn iid uniformément distribué sur I’ensemble discret {1, ..., N}. La loi de

la via. R= Zszl 1., y,=4 est facile da calculer: soit r(z,) le nombre de A dans le vecteur z,,
donc on voit facilement que

P(R=p)= (f)(r(lsz )P(N_]Cw )Np




car pour avoir R = p on doit choisir au hasard p chromosomes A dans un ensemble de r(z,)
chromosomes A et N —r(z,) chromosomes B. Par conséquent

p(zn) = i f(m(g)(?"(]z\;z) )p(N *]:’f(zn) )Np

p=0

et (a noter que X,,=7r(Z,))

N p _ N-—p
ELf (Xt ) Ky oo K1, Zo] = S f@)(ﬁ)(ﬂ) (%) = 9(X..).
p=0
Alors on a aussi que

E[f(Xn+1)|Xn7 --~7X0] :E[]E[f(Xn+1)|Kn7 ey Kla ZOHXnv --~7X0]

et donc que

N—x
N Tn Tnt1 N_In n+1
IP(Xn+1:In+1|Xn:xn7---vXO:xO):(I +1)<W) < N ) ZP($n,$n+1)
n

donc (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P.

b) La matrice n’est pas irréductible car P(0,0) = P(N, N) =1. En effet les classes de communi-
cations sont trois: {0}, {N},{1,..., N — 1} et seulement les premiéres deux sont fermées.

¢) Deux probabilités invariantes sont donc
m=(1,0,...,0) et m2=(0,...,0,1)
et toute combinaison convexe de ces deux probabilités est aussi invariante.

Exercice 2. Soit © une v.a. réelle a valeurs dans [0, 1] et (Uy,)n>0 une suite iid uniforme sur [0,
1] et indépendante de ©. Soit X,, =1y, <e et S, =Xo+ -+ X,,. Calculer P(X,,+1=1|So, ..., Sn)

nx

et montrer que (Syp)n>0 est une chaine de Markov non homogeéne.

Solution. On a que pour tout m > 0 il existe une fonction mesurable et bijective f,: R*+t! —
R telle que (So, ..., Sn) = fu(Xo, ..., Xn) donc o(Sp, ..., Sn) =0 (Xo, ..., Xp) et

P(Xni1=1]S0, ..., Sp) =P(Xpi1=1|X0, ..., Xp) = P(Up 11 < O| X0, ..., Xy).

Les v.a. Xp, ..., X,, sont discrétes, cela nous permet de calculer ’espérance conditionnelle de
fagon élémentaire: P(Uy,+1 < ©| X, ..., Xp) = (Xo, ..., X») avec

o(x0y ..., Tn) =P (Xpy1=1Xo=20,..., Xn=12,)

pour tout (zo, ..., 7,) € {0,1}"*1. Maintenant si 'on pose sy =g+ -+ 2 on a

]P(onxo, ,XnZIn) Z]E[ H (xkl[jkg@ + (1 — xk)lUk>@)]
k=0

=E[E]| ﬁ (zrlvico+ (1 —24)1lu,>0) (0]l = E[v(O)]
k=0



ou par indépendance du vecteur aléatoire (0, Uy, ..., U,) on a que

n

n
v(f) = H (xrlu,<o+ (1 — k) ly,>0)] H (zrlu,<o+ (1 —zi)lu,>0)]
k=0 k=0

(k0 + (1 — 23) (1 — 0)) = (1 — g)"—n
0

n
k=

Donc

IP(X()::E(), vany Xn:xn,Xn+1 = 1)
P(Xo=20,..., Xpn=1p)

IP(Xn+1 = 1|S(): S0y -y Sn: Sn) =

_E[eti(1-6)" ]
E[@(1—0)" ]

Le fait que cette quantité ne dépends que de implique immédiatement la propriété de Markov:
In(sn) =P(Xn4+1=1|So=50, ..., Sn=35n) =P(X+1=1|5, = sn).
En effet

IP(XnJrl*”Sn*Sn Z IP(XnJrl*]- SO*SO; ;Sn71:5n71|5n:5n)

050380 —1

= Z ]P(Xn+1=1|50=50,...,Snzsn)]P(Sozso,...,Sn_lzsn_1|5n=sn)

S05--+3Sn—1

= gn(sn) Z P(So=280,..., Sn—1="5n-1Sn=$n) = g(sn)P(2|Sn = 8n) = gn(sn)-

S05--+3Sn—1
La matrice de transition est

gn(z)  siy=z+1
P(Snt1=ylSn=2)=Pu(z,y) =4 1—gn(z) siy=2x
0 autrement

et elle dépends explicitent du temps.

Exercice 3. Des catastrophes se produisent a des temps T3, Ts, ... ou T; = X1+ Xo+ ... + X et
les X;’s sont des variables aléatoires i.i.d., positives, d’espérance finie et non nulle.

a) Montrer que le processus (73,7 > 1) est une chaine de Markov.

Soit N(t) = >_i>1 iri<t} le nombre de catastrophes arrivées avant l'instant ¢. Montrer
que lorsque t— 00 :

b) N(t) — oo presque slirement.

0) NB 1

n Bx,] Presque stirement.

Solution. a) On peut écrire T,,41 =T, + X,, et To=0. Donc (T,)n>0 est une récurrence aléatoire
car la suite (Xy)n>1 est iid. Cela implique directement que (7,)n>0 est une chaine de Markov
homogéne.

b) Par la loi des grandes nombres on a que

lim &:]E[Xl]zc>0 P —p.s.

n—oo T



Donc pour tout € >0 il existe N, (aléatoire) tel que
P (T, < (c+e¢e)npourtoutn>N,) =1
mais donc il existe S. > 0 aléatoire tel que

P(T,, < (c+¢e)npourtoutn > N.) =P (N(t) >t/(c+e€) pour tout t > S¢)

< P(liminf N(t) > 1 )
t—oo c—e¢
et donc N (t) — + oo presque slirement.
¢) Par Pargument précédent on a aussi que
liminf N(t) > 1 p.S.
t— o0 t c—¢

pour tout € >0. Par un argument similaire on trouve

limsup N(®) < ! p.s.
t—>o00 t cte
pour tout € >0. Donc on vient de montrer que
lim M = 1 p.s.
n— oo t C

Exercice 4. Soit Ny =3 _, 1x,=, et T, =inf {n >0: X,, = x}. Montrer que la loi de N, sous
P, est -

PNy =r) = | faufyy (L= fuy) sir>1
B 1= fuy sir=0

ol fgy=P4(Ty <+ 00) est la probabilité de repasser par y en démarrant de x.

Solution. (Voir le polycopié du cours)

Exercice 5. (MARCHE ALEATOIRE SUR Z) Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi & valeurs dans { — 1, 1} telle que P(X,,=1) =p € (0,1). On définit pour
tout n>1: S, =3 Xpet A,={S5,=0}.

a) Calculer P(A,) (distinguer les cas pairs et impairs).

b) Que représente Pévénement lim Ap: =N, o, U, > ) An ?
c¢) Montrer que P(lim 4,,) =0 lorsque p # %,
i. en utilisant le lemme de Borel-Cantelli

ii. en utilisant la loi forte des grands nombres.

d) Montrer que (Sp,n > 1) est une chaine de Markov. Préciser sa matrice de transition.



e) On considére Ty: =inf {n > 1: S, = 0} le premier instant ot S touche 0, puis, Vi > 2, T;: =
inf{n>T;_1+1: S, =0}, le i¢me temps de retour en 0 (par convention, inf{) =+ oo). On
admet que pour tout ¢ > 1, le processus (St,4n,n > 1) a méme loi que (S,,n >1).

i. En déduire que T; est la somme de ¢ variables aléatoires i.i.d., de méme loi que T3.

ii. Soit N(0):=37", 1g,—0 le nombre de passages de S en 0. Montrer que
P(N(0)=1)=(1—-P(T} < 00))P(Ty < 0)?, Vi > 1.

iii. En déduire que IP(N(0) < 00) est soit égale a 0 soit 1 et que
P(N(0)<o0)=1P(T1 <o) <1< E[N(0)] < oo.

f) On suppose ici que p=0.5. L’objectif est de montrer que P(lim A,,) =
i. Trouver un équivalent de P(Asz,) a laide de la formule de Stirling :
n!=n"e~"/2mn (14 o(1)).
ii. En déduire que E[N(0)] = oo et conclure.

Solution. a) Si n est impair P(A,) =0, par contre si n est pair
!

P(An) =PIk <n: Xi=1) =n/2) = ) )"0 = p)"? = (omslo(1 = p)] /2

Par Strirling on a

22n2ne2ATI g o — )2 = (14 o(1)ap(1 - p)]"

n2ne=2n2mn NZTD

(A2n)

limsup A, ={Vk >1 on a que il existe n >k tel que S,,=0}

n

= {S5, =0 infiniment souvent}
c.i) [avec Borel-Cantelli] On a

B[S Lil= 3 Pla) <O Y —Hip1 =)l

n>1 n>1

ou la constante C' est donnée par C = sup,, /mnlP(4,)/[4p(1 — p)]™ € ]0, + oo[. Donc si p £ 1/2
on a 4p(1 — p) <1 et la série est convergente. Cela implique que E[ > . 14,,] <+ oo et que

14, < + oo presque stirement. Donc P(A,, infiniment souvant) = 0 car pour avoir la
w1 14s, presq p
somme ) -, la,, finie il faut que seulement un nombre fini d’élément soient différents de 0.

c.ii) [avec la loi des grandes nombres| Par la LGN on a que

lim % =E[X1]=2p—1+#0 presque surement.
n

Donc pour tout £ €0,2p — 1] il existe une v.a. N.:Q — N telle que pour tout n > N. on a |S,| >
(2p —1—¢€)n >0 avec probabilité 1. Mais alors #{n:S, =0} < N, et donc

P(A, infiniment souvant) =1 — P(#{n: S, =0} < +00) <1 —P(N. <+ o0) =0.



d) On peut écrire Sy,+1= S, + Xp41 et So=0. La suite (S,)n>0 est une récurrence aléatoire car
(Xn)n>1 est iid. Par conséquent, elle est aussi une chaine de Markov. La matrice de transition
est donnée par

p siy=x+1
Plz,y)=Py=a+X1)=X 1—p siy=x—1
0 autrement

e.i) Soit gn = S7,4+n. Par hypothése le processus (Sn)n>0 a la méme loi que (Sy)n>0. Soient T
:inf{n>ﬂ-,1+1:§n:0} avec Tp=0.

P(Ti=t1, To=to, ... Tp=t,) =P(Ty=t1, Ty =ts—t1, ... Tp_1 =t, — t1)
=P(Ty=t, Ty=ty—t1,....; Ty_1=t, —t1,5;, =0)
=P(Ty=ty—t1,....; 1=t —t1|So=0,T1 =t1)P(S;, =0, Ty = t;)

(par Markov on obtient:)
=P(Ty=t9, ..., T _1=1,|So=0)P(T1 =t1)
=P(Ty=t9, ..., Ty _1="1,|S0=0)P(T1 =t1)

(par 'hypothése sur la loi de S:)
=P(Ti=ty—t1,... Tp_1=tn — t1)P(T1 =t1)

Soit f(n)=P(T1=n), Sk+1= Sk + tr+1 et so=0. Par récurrence:

P(Ti=t1,.... Tn=tn) = f(t1) f(ta—81) [ (tr — Sn—1)-
e.ii) Par ce que on vient de montrer

P(N(0)>i)=P(T1 <+ 00,....,T; <+ 00)

o0 o0
= Z Z P(Ty=ty, To=ti+to,....; Tp=1t1 4 +1p)

S S ( 3 f(t))lwl <oo)
et donc | -
P(N(0)=1i) = (1 —P(T} < 00))P(T} < o0).
Maintenant
P(N(0) =+ 00) =lim P(N(0) > K) = im (T} < +00)% € {0,1}.
Si P(N(0) < 00) =1 alors forcement (T} < + 00) < 1 et donc E[N(0)] =1/(1 — P(T} < + 00)) <
+ co. D’autre part si P(N(0) < 00) = 0 alors P(T} < 4 00) = 1 et aussi E[N(0)] = 4+ co. On a

prouve que

P(N(0)<o0)=1=P(T1 <+ 00) <1=E[N(0)] <+ o0



et aussi que

P(N(0) <o0)=0=P(T} < +00) = 1 = E[N(0)] = + o0

Alors si E[N(0)] = + oo on doit forcement avoir P(77 < + o0) = 1 ce que forcement implique
P(N(0) < 00) < 1. On peut conclure que

P(N(0)<o0)=1eP(T1<+0) <1< E[N(0)] <+o0
et aussi que

P(N(0)<o0)=0<P(T1 <+ 00)=1<E[N(0)] =+ .

f) Dans le cas p=1/2 on a

P(Agn):#(ﬂro(l))
et
BINO))= Y Ells, o= Y P(dy) =Y —=(1+o(1) =+ o0

mais alors P(limsup,, A,) =P(N(0) =+ c0) =1.

Exercice 6. (ETATS RECURRENTS D'UNE CHAINE DE MARKOV) Soit (X,),>0 une chaine de
Markov de matrice de transition P sur un espace dénombrable d’états M. Soit y € M et soit
T,=inf{k>1: Xy =y}. On pose

0(z) = Pu(Ty<+o00)=P(In>1:X,=y) rFy
0(y) =1

a) Montrer que 0(z) satisfait ’équation

S Ple,2)0(z) = 0(x) xty (1)
ze€M
0(y) =1

b) Montrer que si on pose é(m) =P,(Ty <o) pour tout x € M, alors 0 satisfait inégalité

Z P(x,2)0(2) <0(z) Vee M

c¢) En déduire que si {#(z) =1,z € M} est la seule solution de ’équation (1), alors y est un
état récurrent.

Solution. a) Si x #+ y alors
0(x)=P,(In>1:X,=y)=Y P.(Gn>1:X,=y, X1=2)
=) P.(3n>2: X, =y|X1=2)Pu(X1=2) + P(z, y)
2y

=Y P(z,2)P.(3n>1: X, =y)+ Pz, y) = > P(z,2)0(2).
z£y z



b) Soit x = y alors

9($)=9($)=Z P(x,z)@(z)zz P(x,2)0(z) + P(z,y) >Z 2)0(z

z z#y
et aussi
37 Py, 2)0(2) =Py(In>2: X, =y) <Py(In>1: X, = y) =0(y).
ze€M
¢) On a que
0(y)= Y Ply,2)0(z)=_ P(y,2)0(z)+ P(y,y)0(y)
zeM z£y

=Y P(y,2)+ Py, 9)0(y) =1— Py, y) + Py, y)0(y)
zFy

et donc 1—0(y)<0 = O(y)=1.

Exercice 7. Soit (X,,)n>0 la chaine de Markov sur N de matrice de transition donnée par

r+1

2
P(0,1)=1, Plz,x—1)+Plz,z+1)=1, P(:E,ac+1)( )P(m,xl),x}l

Montrer que si Xo=0 alors la probabilité que X,, > 1 pour tout n >1 est 6/72.

Solution. On remarque d’abord que
Po(Vn>1:X,>1)=P;(¥n>0: X,,#£0).

Fixons N € N et soit T'=inf{n >1: X,,=00ouX,, = N}. Alors la fonction fy(r)=P.(To<Tn)
est solution de

fN(x): Z P(xaz)fN(Z)+P(IaO)
z#0,N
Pour f(1) on a
Ix(1) = 5 +5 fu(2) = (@) = f(1) =3 (fn(1) = 1)

Etsil<ax<N —1onaque

fn(z) =Pz, 2+ 1) fn(z+1) + Pz, z—1) fy(z—1)

@1y (a)?
_Wf ($+ 1) +mf}v($ — 1)
qui donne
i+ 1) = fv(o) = ooy Ui(o) — il 1)
121 (2) = In() = v -
et donc

x—i—l =

N(1) = 1)+ fv(1) = sz::o (,m) o =1)



On a aussi

N PR € NG NP

WP+ (N-17

qui donne
N?fN(N =1)=(N = 1)*(fn(N = 2) — fn(N = 1)) = (fn(1) = 1)

Alors fn(N —1) —0 quand N — 400 et

N-3
1 1 1
0= 1 N-1)== 1 N-2)== i 1 —_— 1)—-1
Gim (N -D=5 lim fy(N-2)=7 lm |1+ ;;:0: CESALOR
Si on pose f(1)=limy fn(1) & la limite on obtient

L opnX,>)=1-f1)=— Lt = O

hmfN(].)*].:*—l 1 2
o D1 dasimE T

Exercice 8. Soit Y, une suite i.i.d. avec loi P(Y,=1)=pet P(Y,=0)=1— p. Soit X,, = inf
{i>0; Y,,_; =0}, soit le nombre consécutifs de 1 avant n.

a) Montrer que X, est une chaine de Markov et donner sa matrice de transition.

b) Montrer que X, est irréductible et calculer sa probabilité stationnaire. Y-a-t-'il d’autres
probabilités stationnaires pour cette chaine ?

Solution. a) On a que X,, = f(X,,_1,Y,) ou

_Jx+1 siy=1

et X7 = ly,=1. Donc la suite (X,),>1 est une récurrence aléatoire car (Y;,),>2 est une suite iid
indépendante de X;. Cela suffit pour montrer que (X,,),>1 est une chaine de Markov homogéne.
La matrice de transition est

D siz'=x+1
Pz, z")=P(f(z,Y1)=2")=¢ 1—p siz’=0
0 autrement
b) Siz—2z'=n>0on a que
P (z,zY > Pz, x+1)P(z+1,2+2)-Plzx+n—1,2")=p">0.
Si z’<x on a que

Pz, 2') = P(x,0)P(0,1)-P(z’' = 1,2') = (1 - p)p” >0

Donc <z’ pour tout z,z’ €N et la chaine est irréductible car il existe une seule classe de com-
munication. La probabilité stationnaire 7 satisfait 1’équation m(x) =m(x —1)p pour tout x>0 et

(0)= 3" 7(2)P(2,0)=(1—p) 3 7(2)=(1-p)

x>0 x>0

donc 7(z) = (1 — p)p® : la loi géomeétrique de parameétre 1 — p. La chaine est irréductible, donc il
n’existent pas d’autres probabilités stationnaires.



Exercice 9. (TRANSMISSION D’UN MESSAGE). Un message codé de fagon binaire est transmis &
travers un réseau. Chaque bit est transmis avec probabilité d’erreur:

e ¢gale & a pour un passage de 04 1 (a#£0 et 1),

e ¢gale & b pour un passage de 1 40 (b£0 et 1),
Le résultat de la transmission au n-éme relais est noté X,,. On suppose que les relais se compor-
tent indépendamment les uns des autres et que les erreurs sur les bits sont indépendantes. On
souhaite calculer la taille critique du réseau au dela de laquelle la probabilité de recevoir un

message erroné est supérieure a e.

a) A l'aide de deux suites de Bernoulli (U,),, et (V;,) indépendantes de probabilité de succés
a et b respectivement, écrire X,, comme une suite récurrente aléatoire.

b) Soit g, =P(X,,=0). Montrer que
gn+1= (1= a)gn+b(1 - gn)
et calculer g, en fonction de go.
c¢) Calculer

rn(0) = P(le message X, ne soit pas erroné| X, =0)

et
(1) =P(le message X,, ne soit pas erroné|Xo=1)
d) Supposons maintenant de envoyer un message de longueur I (I bits) Xo = (X§, ..., X§).
Alors X, = (X}, ..., X!) sont indépendantes avec la méme loi. Soit 7, la probabilité pour

que le message X, ne soit pas erroné. Montrer que

l N . a b
> — —a—b)" = -
rn>a+(1—a)(l—a—0b)"] ol 1nf{a A b}

en déduire la taille maximale du réseau n. pour avoir r, > 1 —e.

e) Déterminer II" et les mesures invariantes éventuelles.

n

Z Lixp=y} |-

k=1

f) Soit, pour =, y € {0, 1}, Nu(z, y) = E,
lim M

n— oo n

Calculer N,(z, y) puis

Solution. a) La récurrence aléatoire associé a la chaine peut s’écrire :
Xnr1=1x,=0,U0, =1+ 1x,=1,v,,,=0-
b) Soit g, =P (X, =0) alors par la propriété de Markov on a
In+1=P(Xp41=0)=P(X,41=0,X,=0)+P(X,,41=0,X,,=1)
=P(Xn+1=0/X;,=0)gn + P(X541=0X,,=1)(1 - gn)

:(170‘)gn‘i’b(l*gn):(l*a*b)gn*Fb

10



Donc si y=(1—a—"b) ona gi=vgo+b, g2="v91+b="~%go+ Yb+b et en général

n—1

gn=7"g0+ > Vb= go+
k=0

b
a+b

b=7”(

)+

a+b

On a aussi ,(0) ="+ >1_, Lk et ry (1) = 4" + Zk o V¥a car les role de a et b sont échangés
dans le deuxiéme cas. La probabilité que chaque bit n’est pas erroné est alors

P(X,=X0)=) P(X,=z|Xj=o)P(Xf=2)= Y ra(2)P(X§=2)>min (r,(0),rs(1))

- x=0,1
=7"(1-a)+a
ol a=min (a,b)/(a+b). Et donc la probabilité que le message de [ bits n’est pas erroné est
o> Y1 —a) +al
La taille du réseau doit étre inférieure de

n _ log(1 -« )flog((lfs)l/lfa)
‘ —log(7)

e) La matrice de transmission est

7 [ "1 =b/(a+b)+b/(a+b) siz=0

et donc I"(z,1—x)=1—1"(z,z). On peut vérifier que
=(b/(a+0b),a/(a+b))

est la seule mesure invariante de II. (la chaine est irréductible).

f)
S b
= = 1 —
(0,0) zzj (0,0) ;; b/(a+b))+b/(a+Db)] zzj 7
donc
lim M: b = lim n(1,0)
n— 00 n a+b noco n
et de fagon similaire on obtient
lim n(0,1) lim n(1,1) -2
n—oo n n—oo n (l+b
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