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COI‘I‘igé TD4. Chaines de Markov (III).

Exercice 1. Soit Y;, une suite i.i.d. avec loi P(Y,,=1)=pet P(Y,=0)=1— p. Soit X,, = inf
{i >0; Y,,_; =0}, soit le nombre consécutifs de 1 avant n.

1. Montrer que X, est une chaine de Markov et donner sa matrice de transition.

2. Montrer que X, est irréductible et calculer sa probabilité stationnaire. Y-a-t-’il d’autres
probabilités stationnaires pour cette chaine ?

Solution. On a Xo = ly,=1 et X,,41 = (X, + 1)].yn+1:1. Il s’agit d’une récurrence aléatoire et
donc la suite (X,,)n>0 est bien une chaine de Markov. Elle est aussi homogene car

P(Xnp1=y|Xn =2) =P((1+2)ly, ;=1 = y)P((1 + 2)In=1 = y) =P(X1 = y|Xo=2)

P(Y1=1) siy=x+1
=41 P(Y1=0) siy=0
0 autrement

La matrice de transition est donnée par P(z,z+1)=p, P(x,0) =1 — p pour tout z € N.

La matrice est irréductible car si y > 2 on a que PY~*(z, y) > P(z,x + 1)---P(x + (y —xz — 1),
y) = pY *>0etsiy<zonaque P/T(z,y) > P(z,0)P(0, 1)-Ply —1,y) = (1 — p)p¥ > 0.
L’unique probabilité stationnaire 7 (si elle existe) est donnée par les équations

m(x)=n(x—1)Plx —1,z)=pn(z—1), x>0

7(0) =" 7(2)P(2,0)=(1—p) 3 7(2)=(1-p)

x>0 x>0

et donc m(x) = pm(0) = p®(1 — p) pour tout = > 0. Elle est unique car la matrice P est irréduc-
tible. On a bien que ) ., 7(x)=1.

Exercice 2. (RETOURNEMENT DU TEMPS) Soit (X,) une chaine de Markov sur un espace
dénombrable M avec matrice de transition P irréductible qui admet une probabilité invariante

m. On pose

P*(x,y):%P(y,x)

1. Montrer que P* est une matrice de transition sur M et que m est une probabilité inva-
riante pour P*.

2. Montrer que P = P* si et seulement si 7 est réversible.

3. Soit N>1,et X;;=XN_n,n=0,..., N. Montrer que, si Xg est distribué avec loi 7, alors
X est une chaine de Markov avec matrice de transition P* et la loi de X est 7.

Solution. On vérifie facilement que P* est une matrice de transition, en effet P*(xz,y) >0 et

> Py =Y TPy =T <1



car m P =, étant 7 invariante pour P. Montrons que 7 est invariante pour P*:

S #@)P(e) = Y w@) TP W)Y Pl =7(0)

x x

car P est une matrice de transition et donc ) P(y,z)=1 pour tout y € M.

Pour tout z,y on a que

Play)=P'(a.y)= "W P(y.2) & (@)P(e,y)=Ply.)n(y)
donc 7 est réversible par rapport a P ssi P= P*.
Pour tout zg,...,.sn €M on a
P(X§=x0,.... Xy=2an)=P(Xo=2an,... Xn=120) =7(xn)P(xn,xNn_1)-P(21, Z0)
=P*an,zy_1)7(xn_1)P(xN_1,TN_2) - P(x1,z0)
=P*an,zny_1)P*(xN_-1,2N—2)-P*(x1,20)7(x0)
et donc pour tout 0 <n < N:

— P(Xpt1=2nt1, X5 =2Tn,..., X§ =20)
:[P(XT*L:QJ", ,XS :l‘o)

P*(@n+1, xn)-P*(x1,z0)7(20)
= : : =P (xnt1,2n) =P (X 11 =Tnt1|Xpn=2n
P*(.ﬁn,.ﬁnfl)"'P*(.ﬁl,$0)7T($0) ( +1 ) ( n+1 +1| )

ce qui montre que (X})o<ngn est une chaine de Markov. Sa loi initiale est 7, en effet

IPX()—:L'O Z IPX()—:L'(), X?{[ZIL’N)

L1y TN

Z P*(xn,xn_1)P*(@N_1, 2N _2)-P*(x1, 20)m(20) = 7 (20)

- TN

pour tout xo€ M.

Exercice 3. (MARCHE ALEATOIRE SUR Z/KN) Soit M = Z/KN, c’est a dire le cercle discret
avec K point. Soit X,, la marche aléatoire avec probabilité p de sauter & droite et 1 — p de
sauter a gauche. Calculer la probabilité invariante et la matrice P* de la correspondante chaine

retournée dans le temps.

Solution. La matrice de transition est P(x, z + 1) =p, P(z,z — 1) =1 — p oi on identifie — 1

avec K —1 et K avec 0. Le systéme d’équations pour la probabilité invariante 7 est
m(0) =7(K —1)p+m(1)(1—p)
m(z)=n(z—1)p+n(x+1)(1—p), I<z<K -2

(K —1)=n(K—-2)p+x(0)(1—p)



Une solution est w(x) = 1/K. En effet, elle est 'unique solution, car il est facile de voir que P
est irréductible (en au plus K pas on peut aller de n’import quel état & n’importe quel autre
état). La matrice retourné dans le temps est

P*(x.y) :%p(y,x):p@,m)

et donc P*(z,z+1)=1—pet P*(x,z—1)=p pour tout 0< < K — 1.

Exercice 4. (PROCESSUS DE NAISSANCE ET MORT) Soit (pg)x>0 une suite de nombres dans |0,
1[ et @ la matrice de transition définie par:

P

—1. k7k+1):pk
P(0,1)=1; {P

sik>1.
kyk—1)=1-pr=qx -

—_—~

avec 0 < pi <1 pour tout k > 1.
a) Montrer que la chaine de Markov associée est irréductible.

b) On pose yp=1 et

P1+Pn a
Montrer que la chaine est récurrente si et seulement si Y0 7, = oc.

Solution. Soit x,y € N avec y >z, alors PY~*(x,y) > P(z,z+ 1)P(x + 1,2 + 2)---P(y — 1, y) =
PaPat1--Py—1>0. Soit x>y, alors PY~%(z,y) > P(x,z —1)---P(y+1,y) = gz--qy+1 >0, donc la
matrice P est irréductible.

Pour montrer la récurrence on calcule la probabilité de revenir en 0: Po(7o < + co) avec T, =inf
{n>0:X,=2z}. Par Markov on a que pour tout N >0
Po(To <+ 00) =P1(To < + 00) =P1(So < + 00) 2 P1(So < + 00, Sy =+ 0)
avec S, =inf{n>0: X, =z}. Soit
un(z) =P(So <+ 00, Sy =+ 00)
Par la propriété de Markov la fonction uy satisfait 1’équation
un(z) = prun(z+1) + gz un(z —1)

pour tout 0 <z < N avec les conditions au bord un(0) =1 et un(N)=0. Donc

un(z +1) —UN(JU):z—z(UN(I) —un(z —1))

ce qui nous donne
un(z+1) —un(z) =229 (40 (1) — 1)
Pz P1
et

x—1

uy(@) =14y S (1) ~ 1)
iy PED1



Maintenant
N-1

O=un(N) =1+ (uy(1)—1) Y L9l
= Pep

Et on obtient que

N-1 -1
]Po(To<+OO)2uN(1)1< M) )

= Preb1
Or
STED o = dim oun(l)=1 = Po(lp<+o0)=1
i1 Pk D1 N—o0
Inversement
+oo q q 1
Po(To<+>0)<1l = limsupun(l)<l = D9 jpsup—— < + 00

ce qui nous donne

+o00
IPo(T0<+oo) = ZM:+OO
= prep1

Exercice 5. (PROMENADE ALEATOIRE SUR Z%) Si U est une v.a. a valeur dans Z? on considére
la fonction ¢ (t),t € [0,1)% définie par la somme de Fourier:

pu(t)= Y IR =2)

z€7Z4

1. Verifier que P(U=2)= [, e = py(t) dt.

[0,1]

2. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans Z% On pose X, = 0,

X, = Z?:l U;. Montrer que le point 0 est récurrent pour cette chaine de Markov si et
seulement si

1
lim R ———— |dt=+00
A1~ J[o,1[¢ ( 1-— )\go(t) )

3. Appliquer ce critére a la marche aléatoire symétrique sur Z% :

Pz,y) = 57 le—yl=

Solution. Soit IL la loi de U sur Z, par le théoréme de Fubini par rapport a la mesure produit
IL x dt sur l'espace Z? x [0,1[¢ on a

/[0 . 2= (1) dt:/ o2mi(zt) Z =27 WD (17 — o)t

[Ovl[d weZd

= Z IP(U:w)/ e2mi(z,t) g —2mi{w,t) 43

weZ [0,1[¢

= Z IP(U:w)/ izt e 2mi(w ) gt = P (U = 2)
[0,1[*

weZ



car, par un calcul direct on a que

2mi(z,t) ,—2mi(w,t) g, _ ) L SLw=2
e e dt
[0,1[4 0 sinon

On a aussi que

PU et ()= Y e EIP(U 4+ Uy =2)

z€7Z4

_ Z o—2mi(z,t) Z P(U;=21)--P (U= 2z,)
z€Z4 21,00,2n €ZY
z1+tzn=z

= Z eiQﬂ(ZlJr"'JrZ"’t)IP(U]221)'--IP(Un=Zn):QDU(t)”

21,y 2n EZY
Z1tF+zn=2

donc

IP(U1+---+Un=Z)=/ TN oy, (t) dt:/[ . > =N oy ()™ dt
0,1

—R e27ri(z,t)saU(t)n dt
(0,1[¢

Pour montrer la récurrence au point x € Z< il suffit montrer que

Z P*z,z)=4+ 00

n>=0
Or

P2, 2) = Po(Xn = 2) = P(Us + -+ Uy = 0) :é)%/ pu(t)" dt
0.1

Maintenant, pour justifier ’échange de sommation et intégrale on introduit un paramétre 0 <
A <1 et on considére

Sowpwa =Y R [ veura= [ RS el

n=0 n=0 n=0

car [pu(y)| = [Ele~ 7V <B[le?T 5D <1 et

1
Ao ()™ dt < / Adt = A= —— < +4o00.
> R S R DR

n>=0 n>=0

Maintenant pour tout £ on a

n n __ 1
Z Ay (t) “T w0

n>0

alors

1
APz, 1) = R— i
Z (:L' :L') /0 1[@ 1— )\QDU(t)

n>0 [0,



et par convergence monotone

Z P"(z,xz)= lim APz, x) = lim 3‘3; dt.

= M- A= Jpo,1p 1= Apy(t)

Soit (X,)n>0 la marche aléatoire symétrique sur Z<, alors

d
Z s(27z;)

car P(U = + ¢;) = 1/2d ot (e; € Z%);—1,... q est la base canonique de Z? ((e;)? =1sii=j et 0
sinon). Donc

@U(t) :E[e—z27r(z U

&Ir—ﬂ

1 1
R——dt :/ de
/[0,1[0! L= Qpu(t) [0,1[¢ 1 — )\é Zle cos(27t;)

1
< d
0.1 d(1—X)+ 3¢ [L—cos(2mt;)]

X

dt

Par périodicité de la fonction & intégrer on a que

1 1
[ < o[ y
0,1[¢ >_i_; [1—cos(27t;)] [—1/2,1/2[¢ > i_; [1—cos(27t;)]

Il n’est pas difficile de montrer que la fonction & intégrer est singulier seulement pour ¢ = 0 et
que il existent des constantes C7, Cy > 0 telles que C1[t]? < Zle [1 — cos(2m t;)] < Calt|? pour
tout t € [—1/2,1/2[% et donc que

1 1

dté/ dt
/[—1/2,1/2[d d(1 =)+ Coft|? [—1/2,1/2[¢ d(1—X) + Z?zl [1—cos(27t;)]
et
1 1
dti/ dt

/[—1/2,1/2[d d1-XN)+X% | [L—cos(27t;)] (—1/2,1/20¢ d(1—=X)+Cift]?

La limite
lim L dt

AT1— [—1/2,1/2[¢ d(]. 7)\) +Cl,2|t|2

est fini si d>2et =+ oo pour d =1, 2. On en peut déduire que la marche aléatoire est récur-
rente pour d =1, 2 et transiente pour d > 3.



