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Processus discrets [v.2 20091123]

TD4. Chaines de Markov (III).

Exercice 1. Soit Y, une suite i.i.d. avec loi P(Y,=1)=pet P(Y,=0)=1— p. Soit X,, = inf
{i>0; Y,,_; =0}, soit le nombre consécutifs de 1 avant n.

1. Montrer que X,, est une chaine de Markov et donner sa matrice de transition.

2. Montrer que X, est irreductible et calculer sa probabilité stationnaire. Y-a-t-’'il d’autres
probabilités stationnaires pour cette chaine ?

Exercice 2. (RETOURNEMENT DU TEMPS) Soit (X,) une chaine de Markov sur un espace
denombrable M avec matrice de transition P qui admet une probabilité invariante 7. On pose

P*(fc,y):%P(y,w)

1. Montrer que P* est une matrice de transition sur M et que m est une probabilité inva-
riante pour P*.

2. Montrer que P = P* si et seulement si 7 est reversible.

3. Soit N>1,et X;=Xn_n,n=0,..., N. Montrer que, si Xq est distribué avec loi 7, alors
X} est une chaine de Markov avec matrice de transition P* et la loi de X§ est .

Exercice 3. (MARCHE ALEATOIRE SUR Z/KN) Soit M = Z/KN, c’est a dire le circle discret
avec K point. Soit X, la marche aléatoire avec probabilité p de sauter & droite et 1 — p de
sauter a gauche. Calculer la probabilité invariante et la matrice P* de la correspondante chaine
retournée dans le temps.

Exercice 4. (PROCESSUS DE NAISSANCE ET MORT) Soit (pg)r>0 une suite de nombres dans |0,
1[ et @ la matrice de transition définie par:

Pk, k+1)=pg

o ( .
P(0,1)=1; {P(k,ki—l):l—pk:qk sik>1.

avec 0 < pr <1 pour tout k> 1.
2.a. Montrer que la chaine de Markov associée est irréductible.
2.b. On pose yp=1 et

P1Pn -
Montrer que la chaine est récurrente si et seulement si Y 4, = oc.

Exercice 5. (PROMENADE ALEATOIRE SUR Z%) Si U est une v.a. a valeur dans Z< on considére
la fonction ¢r(t),t € [0,1)% définie par la somme de Fourier:

@U(t): Z 6727ri<z,t>P(U:Z)
zezd

1. Vérifier que P(U=2)= [ e2m<Ht> o0 (t) dit.

[0,1)¢



2. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z®. On pose X =0,
X, =" . U;. Montrer que le point 0 est récurrent pour cette chaine de Markov si et

j=i
seulement si

1
lim Rel| ———— | dt=4+ 00
AT1™ J[0,1)d (1 —)\go(t))

3. Appliquer ce critére a la marche aléatoire symétrique sur Z?

p(x,y) = o5 le—yl=1
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