
MIDO M1 MMD Université Paris-Dauphine 09/10
Processus discrets �v�� ���������

Corrige TD�� Cha�nes de Markov �IV��

Exercice �� On répartit 2N boules, N noires et N blanches, dans 2 urnes à raison de N boules
par urne. Puis à chaque instant on choisit une boule au hasard dans chacune des urnes et on les
échange. On désigne par Xn le nombre de boules noires dans l’urne 1 après n échanges.

1. Préciser l’espace d’états M de la chaîne de Markov (Xn)n∈N et calculer sa matrice de
transition P .

2. Montrer que cette chaîne est irréductible. Est-elle fortement irréductible (c’est-à-dire:
existe-t-il un entier n0 tel que Pn0(i, j)> 0 pour tout i, j ∈M) ?

3. On rappelle que
(

N
k

)
= N !

k!(N − k)!
, ∀k ≤ N , k, N ∈ N. Montrer que la probabilité définie par

π(k) = c
(N

k

)
2, ∀k ∈ M (où c est une constante que l’on précisera) est une probabilité sta-

tionnaire réversible. Y-a-t-’il d’autres probabilités stationnaires pour cette chaîne ?

4. Que peut-on dire sur le comportement de

1
n

∑
k=1

n

1Xk=i,

pour tout i∈M , quand n→∞ ?

5. Quel est le temps moyen de retour à l’état N? Confronter avec le temps moyen de retour
à l’état N/2 ((N + 1)/2 si N impair)

Solution� L’espace d’états est {0, � , N }. A chaque pas: (a) soit on échange deux boules noires,
(b) soit on échange une boule noire avec une blanche, (c) soit on échange une boule blanche avec
une noire, (d) soit on échange deux boules blanches. Si on est dans l’état x ∈ {0, � , N } on peut
donc passer à l’état x + 1 (cas (c)) ou à l’état x − 1 (cas (b)) ou on peut rester dans l’état x (cas
(a) et (d)). La matrice de transition P a

P (x, x +1)=P(cas (c))=
(

N −x

N

)2

, P (x, x− 1)=P(cas (b))=
( x

N

)2

P (x, x)=P(cas (a) ou cas (d))= 2 x

N

N − x

N

pour tout x∈{0,� , N } et on peut bien vérifier que
∑

0�y�N P (x, y)= 1.

La chaîne est irréductible car de tout x il y a probabilité positive de passer a x ± 1 et donc
Pn(x, y) > 0 si n � |x − y |. En effet si x < y alors P (x, x + 1)P (x + 1, x + 2)�P (y − 1, y) > 0. De
plus on voit que si n � N alors PN(x, y) > 0 car pour tout état x, y ∈ {0, � , N } il faut faire au
plus N pas de taille 1 pour passer de x à y. Donc P est fortement irréductible.

On montre que la mesure µ(x)=
(N

x

)
2 est invariante:

µP (x)=
∑
y=0

N

µ(y)P (y, x)= µ(x− 1)P (x− 1, x)+ µ(x +1)P (x+ 1, x) + µ(x)P (x, x)

=
(

N !
(x− 1)!(N − x+ 1)!

)2 (N −x +1)2

N2
+

(
N !

(x +1)!(N − x− 1)!

)2(x +1)2

N2

+
(

N !
(x)!(N −x)!

)2

2 x

N

N −x

N

=
(

N !
(x)!(N −x)!

)2(
x2

N 2
+ (N − x)2

N2
+ 2 x

N

N −x

N

)
= µ(x).
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Pour calculer la constante de normalisation c on remarque (au moins intuitivement) que la pro-
babilité invariante doit correspondre à un tirage aléatoire de N boules parmi 2N (N noires et N
blanches). Dans ce cas la probabilité de choisir exactement x boules noires (et donc N − x blan-
ches) est donnée par

P(xnoires et (N − x) blanches)=

(N
x

)( N
N −x

)
(2N

N

) =

(N
x

)
2(2N

N

)
et donc

∑
x=0

N (
N
x

)2
=

(2N
N

)

ce qui donne que π(x)= c
(

N
x

)
2 avec c = 1/

(
2N
N

)
. La réversibilité de π est facile à contrôler:

π(x)P (x, x+ 1)= c

(
N !

(x)!(N − x)!

)2 (N −x)2

N2

= c

(
N !

(x + 1)!(N −x− 1)!

)2 (x + 1)2

N2
= π(x+ 1)P (x + 1, x)

pour tout 0� x < N . La chaîne état irréductible il n’y a pas des autres probabilités invariantes.

La chaîne est finie, donc récurrente positive, par le théorème ergodique on a que pour tout x,
Px presque sûrement

lim
n→∞

1
n

∑
k=1

n

1Xk=i = π(i).

Par un résultat du cours le temps moyen de retour à x est donnée par

Ex[Tx] = 1/π(x)= (2N)!
x!2(N − x)!2

en effet la chaîne est irréductible et récurrent positive.

Exercice �� (Ch�teau de cartes). On considère la suite de v.a. définie par

Xt+1 =
{

Xt +1 avec probabilité p∈ ]0, 1[
0 avec probabilité 1− p ;

indépendamment de ce qui précède.

1. Vérifier que (Xn)n≥1 est une chaîne de Markov, et donner sa matrice de transition.

2. Calculer la probabilité invariante par la chaîne (on pourra en chercher la fonction généra-
trice).

3. Calculer la correspondant matrice P ∗ de la chaîne retournée dans le temps.

4. Montrer que, ∀y, limt→∞Py(Xt = x) =π(x), où π est la probabilité invariante.

5. Soit τk = inf {n≥ 1: Xn = k} pour k = 0, 1, 2,� . Calculer Ek(τk).
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6. Calculer, en partant de 0 (X0 = 0) l’espérance du temps passé au-dessus de k avant de
tomber sur 0 la première fois

E0

( ∑
n=0

τ0−1

1[Xn≥k]

)

Solution� Soit (Zn)n�1 une suite idd de loi de Bernoulli(p), alors Xn+1 = Zn+1(Xn + 1) et la
suite Xn est une récurrence aléatoire et donc une chaîne de Markov. La matrice de transition P
est

P (x, x+ 1)= p P (x, 0)= 1− p ∀x � 0.

La chaîne est irréductible et récurrente car

P0(T0 <+∞) =P(∃n � 1: Zn =0)= 1−P(∀n � 1, Zn = 1)= 1.

L’unique probabilité invariante (s’elle existe) doit satisfaire π(x) = π(x − 1) p pour tout x > 0 et
π(0)= (1− p)

∑
x�0 π(x)= 1− p et donc π(x) = (1− p)px pour tout x � 0.

On remarque que

Px(Xn = y)=
∑
k�1

Px(Xn = y, T0 = k) =
∑

1�k�n

Px(Xn = y, T0 = k)+
∑
k�n

Px(Xn = y, T0 = k)

or ∑
k�n

Px(Xn = y, T0 = k)�
∑
k�n

Px(T0 = k) =
∑
k�n

P(Z1 =� = Zk−1 = 1, Zk = 0)

=
∑
k�n

pk−1(1− p)→ 0

si n→∞. Et pour tout x, z � 0 on a que∑
1�k�n

Px(Xn = y, T0 = k)=
∑

1�k�n

P0(Xn−k = y)Px(T0 = k)

=
∑

1�k�n

P0(Xn−k = y)Pz(T0 = k)=
∑

1�k�n

Pz(Xn = y, T0 = k)

Donc

|Px(Xn = y)−Pz(Xn = y)|� 2
∑
k�n

pk−1(1− p) =2pn−1→ 0

mais alors on a aussi

|Px(Xn = y)−
∑

z

π(z)Pz(Xn = y)|� 2 pn−1

et par l’invariance de π on peut écrire que∑
z

π(z)Pz(Xn = y) =π(y)

ce qui montre que Px(Xn = y) → π(y) avec vitesse exponentielle. Plus simplement, cette conver-
gence est aussi la conséquence de l’aperiodicité et de l’irréductibilité de la chaîne selon un
résultat du cours.
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Pour calculer Ek[τk] on remarque que par un résultat du cours on a que

Ek[τk] = 1/π(k)= p−k/(1− p).

Exercice �� (M�thode Monte�Carlo) Soit M un espace fini et π = {π(x), x ∈ M } une pro-
babilité sur M telle que π(x) > 0 pour tout x ∈M . On se donne une matrice de transition P sur
M , irréductible et telle que P(x, y) > 0� P(y, x) > 0. Soit h: ]0, ∞] → ]0, 1] une fonction véri-
fiant

h(u)= u h

(
1
u

)
.

Par exemple h(u) = inf (u, 1) ou bien h(u) = u

1+ u
. Pour x� y posons

R(x, y)=

 h

(
π(y)P(y, x)
π(x)P(x, y)

)
si P(y, x)> 0

0 sinon.
(1)

On construit alors une probabilité de transition Q définie par
Q(x, y) =P(x, y)R(x, y) si x� y

Q(x, x) = 1−
∑
y� x

Q(x, y) (2)

1. Montrer que Q est une matrice de transition bien définie et que π est réversible pour Q.

2. Montrer que Q est une matrice de transition irréductible.

3. Montrer que si h(u) < 1 alors Q est apériodique. En déduire que dans ce cas Qn(x, y) →
π(y) quand n→∞, ∀x∈M .

Solution� La matrice Q est une matrice de transition car Q(x, y)� 0 et par définition∑
y∈M

Q(x, y)=
∑
y� x

Q(x, y)+ Q(x, x)= 1

pour tout x, y ∈M . On a que par les propriétés de h:

π(x)Q(x, y)= π(x)P(x, y)h
(

π(y)P(y, x)
π(x)P(x, y)

)

= π(y)P(y, x)π(x)P(x, y)
π(y)P(y, x)

h

(
π(y)P(y, x)
π(x)P(x, y)

)
=π(y)P(y, x)h

(
π(x)P(x, y)
π(y)P(y, x)

)
= π(y)Q(y, x)

pour tout x� y tels que P(y, x)> 0. Pour x� y avec P(y, x) =0 on a que

π(x)Q(x, y)= 0 =π(y)P(y, x)R(y, x)= π(y)Q(y, x)

et donc la probabilité π est réversible par rapport à Q. Si x, y ∈ M alors par l’irréductibilité de
P on a que il existent n > 0 et x0 = x, x1, � , xn = y tels que P(xi, xi+1) > 0 pour tout 0 � i < n.
Mais alors

Q(xi, xi+1) =P(xi, xi+1)R(xi, xi+1) > 0

4



car h(u) > 0 pour tout u∈ ]0, +∞] et donc Qn(x, y)> 0. Cela nous donne l’irréductibilité de Q.

Si h(u) < 1 pour tout u∈ ]0, +∞] alors

Q(x, x)= 1−
∑
y� x

Q(x, y)> 1−
∑
y� x

P(x, y)=P(x, x)� 0

et donc Q(x, x) > 0 pour tout x ∈ M ce qu’implique que Q est apériodique et donc fortement
irréductible (car M est fini). Par le théorème de convergence à l’équilibre on a que il existe une
constante C et un nombre θ ∈ ]0, 1[ tels que |Qn(x, y)− π(y)|� Cθn pour tout x, y ∈M et n � 0.
Alors Qn(x, y)→π(y) quand n→+∞.

Exercice �� On considère la chaîne de Markov à valeurs dans E = {1, 2, 3, 4} de matrice de
transition 

0 1 0 0
1
2

0 1
4

1
4

1
2

1
2

0 0

0 0 1 0


1. Montrer que la chaîne est irréductible et calculer sa probabilité invariante.

2. Soit Nn(i) le nombre de fois où la chaîne passe par l’état i au cours des n premières étapes.
Quel est le comportement asymptotique de Nn(i) quand n tend vers l’infini ?

Solution� On a que P (1, 2)P (2, 4)P (4, 3)P (3, 1) = (1/4)(1/2) > 0 et donc in au plus 4 étapes il est
possible d’aller d’un quelconque état à un autre. Cela montre que la matrice est irréductible. La
probabilité invariante est solution du système d’équations

π(1) = π(2)/2+ π(3)/2
π(2) = π(1)+ π(3)/2
π(3) = π(2)/4+ π(4)
π(4) = π(2)/4

donc  π(1) = 3π(2)/4
π(3) = π(2)/2
π(4) = π(2)/4

ce qui donne

1= (3/4+ 1 +1/2+ 1/4)π(2)⇒π(2)= 2/5

et

π =(3/10, 2/5, 1/5, 1/10).

Par le théorème ergodique (P irréductible et récurrente positive car espace d’états fini) on a que
presque sûrement

lim
n→∞

Nn(i)
n

= π(i).
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