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Processus discrets [v.1 20091224]

COI‘I‘igé TDG6. Martingales.

Exercice 1. Soit (M,),>0 une martingale par rapport & une filtration (F,)n>0, telle que
E(M?2) <+ oo pour tout n > 0. Soit

Ap=

%

E([M, — M;_1]*|Fi ) (1)

n
Montrer que M2 — A,, est une (Fn)n>o-martingale.
Solution. 11 suffit de montrer que pour tout n >0 on a, presque stirement
E[M2,— Apy1— M2+ A,|F,] =0.
Alors
M2y = App1— M2+ Apy=M2 | — M2 —E[(M,11— M,)?F,]
=My 1 — My —E[M; 1+ M| F] + 2E[My 41 M| Fy)

=M2, | —B[M2 |F.]+2E[M, 1| Fn] M, — 2M?

=My 1 —E[M; 1| Fo 4+ 2M7 — 2M; = M7 — E[M; 1| F)
et clairement

IE[M72z+1 —E[Mﬁ+1|fn]|}'n] =0.

Exercice 2. Soit (Y;,),>1 une suite de v.a. i.id. avec P(Y;=1)=p=1— P(Y;=—1). Soit S,, =
S Y (et So=0). Montrer que les processus (Wp)n>0 et (M), >0 définit par

i=1
W,=S,—(2p—1)n, Wo=0
et

1—p\Sn
Mn:<—p), My=1

sont des martingales par rapport a la filtration naturelle des Y;, définie par F,, = o(Y1, ..., ¥3)
pour n>1 et Fo={0,0}.

Solution. On doit montrer que E[AW,|F,] = 0 pour tout n > 0 et une relation similaire pour
AM,,. Commencons par AW,,:

AWn:SnJrl*Sn* (2p71):Yn+17 (2])7 ].)
et par indépendance des (Y;);>1 on a

E[AW, |Fu] =E[Yn 1| Fn] = (2p = 1) =E[Yna] - (2p—-1) =0.



Pour M,,:

et donc

E[AM,|F,)] :E{

(52"l
{15 (5 enn(5) ]

=0-M,=0

Exercice 3. Soit G une fonction convexe et croissante, de dérivée a droite g. On note S, =
SUPo<k<n Xk-

a) Montrer que si (X,)n>0 est une sous-martingale positive,
Hy=G(Sn) — (Sn — Xn)9(Sn)
est une sous-martingale. Sugg: Pour établir cette propriété, on remarquera que
(Snt1 = Xn+1)9(Sn+1) = (Snt1 — Xnt1)g(Sh).
et on en déduira que la différence Hy 11— Hy, est plus grande que g(Sn)(Xnt+1— Xn).
b) En déduire que si (X,)n>0 est une sous-martingale positive nulle en 0, pour tout p >1

B(5%) < S EBIXNSE

Puis en déduire (en utilisant l'inégalité de Holder) qu’il existe une constante Cp qui ne
dépends pas de X telle que pour tout p>1

E(S¥) < CpE[XR].

c) En utilisant la fonction G(z) = (x — K)4, montrer que si (X,,)n>0 est une sous-martingale
positive

Solution. On doit montrer que E[AH,|F,] > 0. Or, Sp+1 > Xp41 = Sp11= 5, car Sp41 = max
(Sn, Xn+1) et donc on a que

(Sn+1 - Xn+1)g(Sn+1) = (Sn-‘rl - Xn-i-l)g(sn)

car si Sp4+1=X,+1 alors les deux cotés sont nulles. De ce fait on en déduit que

AHn = G(S»,H_l) - (Sn-',-l - Xn+1)g(5'n+1) - G(Sn) + (Sn - Xn)g(sn)
=G(Sny1) —G(Sn) + (Sn— Snt1)9(Sn) + (Xnp1— Xn)g(Sn)

> (Xny1—X0)9(Sn)



car G(z) = G(y) + (z — y) g(y) pour tout z >y et donc pour x=S,11 et y =S, par la convexité
de G et le fait que g est la dérivée droite de G. A ce point

E[AH|Fy] 2 E[AX,|Fn]g(Sn) 20

car g(x) > 0 (étant G une fonction croissante) et étant (X,),>0 une sous-martingale. Donc
(Hn)n>0 est bien une sous-martingale. Soit maintenant G ()= ()} pour p > 1. Elle est une fon-

(
ction croissante et convexe de dérivée droite g(z) = p(z) “1>0. Alors si (Xn)n>o0 est une sous-
martingale nulle en 0 on a que le processus

Hy = (Sn)} = p(Sn)} (S0 — Xon)
est sous-martingale et donc E[H x| >IE[Hp] =0 ce qui donne que

E[S}]=E[(Sn)%] > pE[(Sn)% ' (Sy — Xn)] = pE[S}] — pE[SX ' XN]

car Sy, > 0 étant donné que Xy = 0. Si on suppose que Sy € LP(Q2) et simplifiant cette inégalité
on obtient que

(1-pE[S}]>-pE[S} 'Xn] =  E[S§]< E[S} ' Xn].

1

En général on peut considérer Sy x = min (Sy, K) avec K constante positive qui on fait tendre
vers + oo. Dans ce cas il reste vrai que (Sp kx)n>0 est un processus croissante et tel que
Sn+1,k > Xnt1= Snt1,k =50,k et donc on a aussi que le processus (Hy, x)n>0 défini par

Hy ik =G(Sn, k) — (Sn,x — Xn)g(Sn, k)
est une sous-martingale et que

B[Sk ) < T2 BISK £ X

Quand K 7+ oo on obtient, par convergence monotone que

:[E[SK[] e lim E [SN K] < lim [SN K N] mzon

p
K—+o0 K—+o0 ]. — IE[ tim SN KXN]

].7p K—+oo

__b p—1
=T EISE X

Par Holder on a que

IE[SK[] < %E[(sﬁf71);0’]1/17'IE[X]¢<[’]1/¢1/

pour tout p’, ¢’ > 1 tels que 1/p’+ 1/¢’ = 1. En choisissant p’ tel que p’(p — 1) =p on a que 1/
p’=(p—-1)/petl/¢=1-1/p'=1—(p—1)/p=1/p et donc

B[S < 72 B[Sk B
ce qui donne si Sy € LP:

E[SK]"/? < TZ=E[XE]'/".
-p

En général il suffit de passer par Sy k et de prendre la limite pour K — oc.



Maintenant on considére G(z) = (x — K)1 pour une constante K >0 fixé. On a que g(x) =1z>x
et donc que le processus Hy, = (S, — K)4 — (S, — X»)1ls,> K est une sous-martingale et donc que

E[(Sy — K)4+] ZE[(Sy — Xn)1sy>K]
Mais E[(Sy — K)4+]=E[(Sy — K)1lsy>k] et donc
E[(XN—K)15N2K]>O = E[XN15N2K]>KIP(SN>K)

E[Xnlsy>K]
K

E[XN]
K

=P(Sy>K)< <

Exercice 4. Urne de Polya: On dispose (d’une infinité) de boules rouges et vertes. A l'instant
0, une urne contient une boule de chaque couleur et on effectue une succession de tirages définis
par la régle suivante: on tire une boule de I'urne “au hasard” et on la remet dans I'urne en ajou-
tant une boule du méme couleur. Soit S, le nombre de boules rouges au temps n, et X, = S,/
(n+2) la proportion de boules rouges au temps n.

a) Montrer que la suite (Sy)n>0 est une chaine de Markov et que

Sn

n+2-5,
n+2 ’

E[f(Snt1)|Sn]l = f(Sn+1) n+2

+ f(Sn)

b) Montrer que X, est une martingale par rapport a sa filtration naturelle et calculer
E(X,).

¢) Montrer que X,, — Xo presque stirement et dans L.

d) Pour tout k> 1 soit

70 _ Sn(Sp+1)--(Sp+k—1)
" n+2)--(n+k+1)

Montrer que (Z,(Ik)),@o est une martingale pour tout k > 1 et calculer IE[Z,(Lk)].

e) Montrer que

f) Par un calcul de fonction caractéristique en déduire que la v.a. X, suive une loi uni-
forme sur [0, 1].

Solution. A chaque pas de temps n on tire une boule au hasard parmi les n + 2 boules présent.
Soit (Uy)n>0 une suite des v.a. indépendantes telles que U, a la loi uniforme sur {0, ..., n + 2}.
La suite (Sy,)n>1 satisfait alors la récurrence aléatoire suivante

Sn+1=5.+1v,<s,, So=1

et donc elle est une chaine de Markov avec probabilité de transition

P(Spi1 =k +1|Sp= k) = P(Up < k) =—"—, IP(Sn+1:k|Sn:k):IP(Un>k):%




pour tout k=0,...,n+ 2 et zéro autrement. La définition d’espérance conditionnelle par rapport
4 un événement donne

E{f(Sns)| S =K = F(k+ Doy + F(0) -
ce qu'implique que
E[f(Snt-1)[Sn] = F(Sn+ 1)715:2 + f(&)%

et en particulier

Sn(Sn+1) Sn(n+2—5n)_n+35

E[Sn-41|Sn] = n+2 n+2 T n427"
Mais alors
1
E[Xn+1|fn]:E[Xn+1|X1a---aXn]:mE[Sn+1|X1a-~-aXn]
1 Markov 1 Sn o
—mE[Sn+1|Sl,...,Sn] = TL_HIE[S”+1|S”]7’H,_<|>27X”

car X, = (n 4+ 2)S, et donc o(Xy, ..., X,) = o(S1, ..., Sp) et ol on a utilisé la propriété de
Markov. Cela montre que (X,,)n>0 est une martingale. On a donc que

ELX,] =ElX)] =

car au début on a une boule rouge et une verte. Il est aussi clair que 0 < X,, <1 et donc que la
martingale est positive et bornée. Par le théoréme de Doob elle converge presque stirement vers
X € L'. Par la broutille de la martingale en effet la convergence est aussi L? car sup, E[X2] <
1 <+ o0 et donc on a aussi la convergence dans L.

Soit

Sn(Sn+1)+(Sn+k —1)
(n+2)-—(n+tk+1)

ARE
alors

IE[Z(k) 15,] = (Spn+1)(Sn+2)--(Snt+k) Shn Sp(Sn+1)-(Snt+k—1) n+2-S,
nobiEn (n+3)-(n+k+2) n+2 (n+3)--(n+k+2) n+2

_ Sn(Snt+1)-(Sntk—1) n+2+k:Z(k)
(n+2)-(n+k+1) n+k+2 7

ce qui montre que (Z(k)

" Jn>0 est une martingale bornée pour tout k> 1. Par le théoréme de con-

vergence et par le fait que 0 < Zflk) < 1 on a que Z,(Lk) — Z(gf) presque stirement et dans L? et
donc que ]E[Zék)] :]E[Z(k)] HIE[ZSS)] ce qui donne

n

1-2---k 1

EZ:))=E(%"] = 2(k+1) k+1

oo

Au méme temps la convergence presque stre de X, — X, donne que

70 _ (n+2)*Xn(Xn+1/(n+2))(Xn+ (k—1)/(n+2)

Xk
m+t2)-(ntk+l) e



(k) _

presque slirement. On obtient que Z__ Xk et que

k1 _
IE[X""]_kjtl

pour tout k> 1. Cela suffit pour caractériser la loi de X,.: pour tout t € R

it Xoo] — (it)* _ Gt) 1 (it)k+tl et —1
E[eftX ]—]; 7 ]E[Xfo]*%:O (k+1)!*ﬁ]§ (T

et donc par unicité de la fonction caractéristique on peut conclure que la loi de X, est la loi

uniforme sur [0, 1]:
L ,
eitdt = el —1

Exercice 5. Soient (Yy,)n>1 v.a. i.id. , Y, >0 et E(Y,)=1. Soit X, =[], _, Y% pour tout n>1
et XQ =1.

a) Montrer que (X,)n>0 est une martingale par rapport a la filtration engendrée par les
(Y)ns1 (Fn=0(Y1,...,Y,) pour n>1 et Fo={0,Q})

b) Supposons que Y;, > § pour quelque 6 > 0. Montrer que E[log Y1] < 0 et utiliser la loi des
grandes nombres pour log X,,/n pour montrer que si P(Y;=1) <1 alors

lim X,,=0 p.s.

n— oo

¢) Soit maintenant Z,, = max (J, Y,). Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que E[log Z,] <0 et con-
clure que si P(Y1=1) <1 alors

lim X,,=0 p.s.

n—oo
sans I'hypothéses supplémentaires sur (Y;,),>0.

d) En déduire qu’en général la convergence de X,, — X, dans le théoréme de Doob n’a pas
lieu dans L'(£2) mais seulement presque sirement.

Solution. On a que AX, = (Y411 — 1) X, et donc que E[AX,|F,] =E[(Yn+1 — 1)|Fn) X, =0 par
indépendance des (Y;);>1. Le processus (Xp)n>0 avec Xog = 1 est donc une martingale positive.
A fortiori X est aussi une sur-martingale positive et par le théoréme de Doob elle converge
presque stirement vers Xo, € L1(Q2). Le but de cet exercice c’est de montrer que la convergence
n’a pas lieu nécessairement dans L!. Supposons pour le moment que Y; > § > 0. Cette borne
inférieure implique que logY;, € L'. En effet

E[[log Yy[] <E[log(1/0) 1y, <1] + E[log Yy 1y, >1]
<log(1/6)P(Y,<1)+E[log (14 Y,1ly,>1)]
<log(1/0)P (Y, <1) +log (1 +E[Y,ly,>1])

<log(1/8)P(Y,< 1) +log (1 +E[Y,]) <log(1/8) +log2 < + oo

par l'inégalité de Jensen. L’inégalité de Jensen donne aussi que

EllogY,] <logE[Y,]=0



avec inégalité stricte car P(Y,,=1)<1. Or

log X,, = Z logY;

i=1

et par la loi des grandes nombres (valable sous I’hypothése log Y; € L') on a que

lim l10g X,=E[logYi]=¢<0

n—oo N

et donc que pour tout £ > 0 suffisamment petit (tel que ¢ 4+ ¢ < 0) il existe N.(w) tel que pour

(cte)n

tout n > N, on a log X,, <n(c+¢) — — oo ce qui nous donne X,, <e —0 p.s.

Pour enlever ’hypothése que E[|log Y1|] < + oo on fixe 1 >§ > 0 et on définit Z,, = max (,Y,) et
W, = Z1++-Z,. On a alors que W,, > X,, et que E[[log Z1|] < + oo. Quand § \, 0 on a que Y; =
infs_.o Z1 et par convergence monotone que

éinfOIE[log Zi) = 6inf0 (Eflog Z11z,<1] + Ellog Z1 12,51))
:E[din% (10g Z1 1Z1<1)] +E[10g Y; ].y1>1]

=E[log Y1 ly,<1] + E[log Y1 1y, >1] = E[log Y1] <log E[Z;] =0.
Donc pour § suffisamment petit E[log Z,] < 0 ce qui nous permet de conclure que W,, — 0 et
donc que X, — 0 p.s.

Si la convergence de X,, vers X, avais lieu dans L' on aurais que E[|X,, — Xoo|] — 0 et donc que
E[X,] = E[Xs] mais ¢a c’est absurde car [E[X,,] =1 pour tout n >0 et E[X]=0.



