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1. Soit (Xn) une suite de variables aleatoires independantes et identiquement distribuées sur un
ensemble S denombrable, de loi µ.

(a) Montrer que Yn = (Xn, Xn+1) est une chaine de Markov sur M = S × S. Calculer sa
matrice de transition et sa probabilité stationnaire.

(b) Donner une condition sur µ qui implique {Yn}n recurrent positif.

(c) Soit Zn = (Xn, Xn+1, Xn+2). {Zn}n est une chaine de Markov ?

2. Soit (Yn)n≥1 une suite de variable aléatoire positives indépendantes. On suppose que ∀n ≥ 1,
Yn ∈ L1 et E(Yn) = 1. Soit F0 = {∅,Ω} et ∀n ≥ 1, Fn = σ(Yk; k ≤ n). Posons X0 = 1 et
Xn =

∏n
i=1 Yk.

(a) Montrer que (Xn)n≥0 est une martingale par rapport la filtration (Fn, n ≥ 0) . En
déduire que (

√
Xn)n≥0 est une sur-martingale par rapport à la même filtration.

(b) On rappelle qu’une sur-martingale positive converge p.s. On suppose que

∞∏

k=1

E(
√

Yk) = 0.

Donner la limite de la suite (
√

Xn)n≥0. Pour cette question on utilisera le lemme de
Fatou.

(c) En déduire le convergence p.s de la suite (Xn)n≥0. Montrer que (
√

Xn)n≥0 ne converge
pas dans L1.

(d) On suppose maintenant que
∞∏

k=1

E(
√

Yk) > 0.

Montrer que (
√

Xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans L2.

(e) En déduire que (Xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans L1 et ainsi qu’elle converge dans
L1.

3. On considère (ξi, i ≥ 1) une suite de v.a. indépendantes et de même loi donnée par

P(ξi = 1) = 1− P(ξi = −1) = p, p ∈ (0, 1), p 6= 1/2.

On pose S0 = 0 et
Sn = ξ1 + ... + ξn, pour n ≥ 1.

Enfin on travaille avec la filtration (Fn, n ≥ 0) où Fn est la tribu engendrée par (ξ1, ..., ξn),
n ≥ 1 et F0 = {∅, Ω}.
(a) On pose φ(x) = ((1− p)/p)x, x ∈ N. Montrer que φ(Sn), n ≥ 0 est une martingale.

(b) Soit Tx = inf{n ≥ 0 : Sn = x}, x ∈ N. Le but de cette question est de montrer que pour
a < 0 < b,

P(Ta < Tb) =
φ(b)− φ(0)
φ(b)− φ(a)

.



i. Montrer que Ta ∧ Tb est un temps d’arrêt presque sûrement fini.

ii. Montrer que E[φ(STa∧Tb
)] = φ(0).

iii. Exprimer E[φ(STa∧Tb
)] en fonction de φ(a), φ(b) et P(Ta < Tb), puis conclure.

Dans les deux questions suivantes, on suppose que 1/2 < p < 1 (et toujours a < 0 < b).

(c) Montrer, par exemple en utilisant la question précédente, que

P(min
n

Sn ≤ a) = P(Ta < ∞) = ((1− p)/p)−a

et P(Tb < ∞) = 1. En déduire que E[minn Sn] > −∞.

(d) i. Montrer que Xn = Sn − (2p− 1)n, n ≥ 0 est une martingale.

ii. En déduire que (2p − 1)E[Tb] = E[STb
] (indication : utiliser E[minn Sn] > −∞).

Calculer la valeur de E[Tb].


