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Partiel

[Durée deux heures. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes. Seule les

reponses soigneusement justifiées seront prises en compte.]

Dans la suite (Ω, F , P) est un espace de probabilité fixé et muni d’une filtration (Fn)n>0. Sauf
indication explicite tout processus adapté ou martingale sont réfères à la filtration (Fn)n>0.

Exercice 1.

a) Soit X une v.a. positive et intégrable et G une sous-tribu de F . Montrer que pour tout
a > 0 P(X > a|G)6

E[X |G]

a
.

b) Soit X ∼N (0, 1). Calculer E[X3|X2].

Exercice 2. Soit G ⊆F une sous-tribu de F et A un événement tel que A � G. Soit H= σ(G , A)

c-à-d la plus petite tribu qui contienne G et σ(A) = {∅, Ω, A, Ac}. On admettra que tout Z∈̂H
s’écrit dans la forme Z = Y1 IA + Y2 IAc où Y1, Y2 sont des v.a. G-mesurables. Montrer que, pour
tout X ∈L1(F) : E[X |H] =

E[X IA|G]E[ IA|G]
IA +

E[X IAc|G]E[ IAc|G]
IAc .

Par simplicité on peut supposer que 0<E[IA|G] < 1 p.s.

Exercice 3.

a) Soit (Xn)n>1 une suite iid avec E[Xn] = 0 et E[Xn
2] = c < + ∞. Soit Sn = X1 + 
 + Xn.

Montrer que (Sn
2 − c n)n>1 est une martingale par rapport à la filtration naturelle des

(Xn)n>1.

b) Soit (Xn)n>1 une suite de v.a. indépendantes, intégrables et de moyenne nulle. Montrer
que le processus Mn =

∑
k=1

n
X1
Xk est une martingale par rapport à la filtration natu-

relle des (Xn)n>1.

c) Montrer que si (Xn)n>1 et (Yn)n>1 sont deux sous-martingales et si Zn = max (Xn, Yn)
alors (Zn)n>1 est une sous-martingale.

d) Soit T : Ω → N ∪ { + ∞} un temps d’arrêt et (Xn)n>0 un processus adapté. Soit Xn
T =

Xn∧T le processus arrêté en T . Montrer qu’il existe un processus prévisible et positif
(Hn)n>1 tel que

Xn
T =X0 +(H ·X)n =X0 +

∑

k=1

n

Hk∆Xk pour toutn > 0.

Exercice 4.

a) Soit (Xn)n>0 un processus adapté à valeurs dans R. Montrer que T = inf {n > 0: Xn > 10}
est un temps d’arrêt.
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b) Montrer que si (Tn: Ω → N ∪ { + ∞})n>1 est une suite de temps d’arrêt alors la variable
aléatoire T = supn>1 Tn est un temps d’arrêt.

Exercice 5. Soit (Xn)n>1 une suite iid de v.a. de loi P(Xn = − 1) = P(Xn = + 1) = 1/2. On
considère la marche aléatoire simple Sn = 1 + X1 + 
 + Xn qui démarre de 1 et T = inf {n > 0:
Sn = 0} le premier temps d’atteinte de 0. Le but de l’exercice est de montrer que T est fini p.s.
mais non intégrable.

a) Soit (Sn
T)n>0 le processus arrêté en T . Montrer que (Sn

T )n>0 converge p.s.

b) En déduire que T est fini p.s. (indication: montrer que Sn
T −Sn+1

T tend vers 0 p.s.)

c) La suite (Sn
T )n>0 converge-t-elle dans L1?

d) Montrer que T n’est pas intégrable (indication: raisonner par l’absurde)

Exercice 6. Soient (Xn)n>0 et (Yn)n>0 deux martingales et T un temps d’arrêt fini p.s. On
définit le processus (Zn)n>0 par

Zn = XnIn6T + YnIn>T

a) Montrer que si XT =YT p.s alors (Zn)n>0 est une martingale.

b) Montrer que si P(XT = YT) < 1 alors il existe n > 0 tel que P(Xn < Yn, T = n) > 0 ouP(Xn >Yn, T = n)> 0.

c) En déduire que si (Zn)n>0 est une martingale alors XT = YT p.s.
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