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TD?2. Martingales, strategies et arrét optionnel.

Exercice 1. Soient T',S deux temps d’arrét par rapport a une filtration (F,),>0 donnée.
a) Montrer que T A S et T'V S sont temps d’arrét.
b) Montrer que sin >0 et A€ F, alors T, 4= (n+1)Ta+ nlae est un temps d’arrét.

c) Soit (Xp)n>0 un processus adapté et integrable. Montrer que 7' = inf {n > 0:
E[X,+1]|Fn) > X, } est un temps d’arrét.

Exercice 2. Soit (M,),>0 un processus adapté a la filtration (F,,)n>0 et tel que X,, € L! pour
tout m > 0. Montrer que (My)n>0 est une martingale ssi E[My] = IE[My] pour tout T temps
d’arrét borné de (F,)n>0. Deux fagon de proceder differentes montrent I'implication non-tri-
viale:

1. Considerer les temps d’arrét T;, 4 = (n + 1)I4 + nl4c pour tout n >0 et A € F, et con-
clure.

2. Imaginer que M,, est le gain dans un jeux d’hasard. La condition E[M7] = E[My)
implique que n’importe quelle strategie d’arrét donne le méme gain moyen. Par absurde
on imagine que M n’est pas une martingale par exemple car pour un quelque n > 0 on a
P(As ) >0 pour As ,, ={E[M,+1|F,] > M,}. En exploitant cet evenement favorable on
peut construire un temps d’arrét S qui nous permet de obtenir un gain moyen E[Mg] >
IE[My] en contradiction avec I’hypothése. Completer cet argument.

Exercice 3. Soit (Y,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. avec P(Y;=1)=p=1—P(Y;=—1). Soit S, =

>, Yi (et So=0). Montrer que les processus (Wy)n>o0 et (My)n>0 définit par

W,=8,—(2p—1)n, Wo=0

et
1-p\°"
M, = <—p) . My=1
p
sont des martingales par rapport a la filtration naturelle des Y,,: F,, =0 (Y1,...,Y,) pour n > 1 et
Fo= {@, Q}

Exercice 4. Soit (M,),>0 une martingale par rapport a une filtration (F,)n>0, telle que
E(M?) < + oo pour tout n>0. Soit

A=

%

E([AM,?|Fi_1) (1)

n

Montrer que M2 — A,, est une (Fn)n>o-martingale (AM,; = M; — M;_1).

Exercice 5. Soit (X,),>1 une suite i.i.d. avec P(X,, =+ 1) = 1/2. Dans la suite on considére
la filtration naturelle des X comme filtration de référence. Fixons a >0. On pose

n
Yo=a, Yn:a—l—z 2k =10 X}, n>1.
k=1



C’est le gain dans un jeux de pile ou face ou je double chaque fois la mise. J’aimerais m’arréter
de que je gagné la premiére fois, & cet effet on va introduire le processus suivante

n
Go=a, Gn:a+z Qk_lan]IXF.A.:Xk_il:,l.
k=1
et la v.aa. T=inf{n>1: X,,=1} qui donne 'instant de temps ot je gagné la premiére fois.
a) Donner une interprétation intuitive du processus (Gp)n>0.
b) Montrer que (Y;,)n>0 est une martingale.
¢) Montrer que G €0 (Y1,...,Y,) et que {T'=n} o (Y1,...,Yy).
d) Montrer que G,, =Y, o1 pour tout n > 1.
e) Montrer que (Gy)n>0 est une martingale.
f) Soit D =|Gr_1|. Montrer que E[D] =+ oo. Interpréter cet résultat.

Exercice 6. Soient (X,)n>0 et (Yn)n>0 deux sur-martingales et 7' un temps d’arrét fini (P(T <
+00)=1) tel que X7 >Yr. Montrer que le processus (Z,)n>0 defini par

Zn = XnHT>n + Yn]ITgn
est une sur-martingale.

Exercice 7. (LA RUINE DU JOUEUR) Soit (X,,),>1 une suite i.i.d. avec P(X,,=41)=p€]0,1],
P(X,=—-1)=¢g=1—- pet (F)n>o0 la filtration naturelle des X. On fixe un entier N >0 on
pose Sp=x+3 ,_, Xj pour n>1avec x€{0,1,...,N}. Soit T=inf{n>0:5,=00uS,=N}.

a) Montrer que T est un temps d’arrét pour (Fy,)n>o0.

b) Montrer que pour tout n >0, P(T'>n+ N|F,) <1—min(p,q)V =c< 1.

¢) Montrer que IP(T > kN) < c* pour tout k> 1. En déduire que P(T < +o0) = 1.
d) Soit M,, = (¢/p)°" pour tout n>0. Montrer que (M,),>0 est une martingale.

e) Soit Y;, = Mpar. Montrer que Y41 =Y, (Trgn + (q/p)*"*+1Irs,) et que (Yn)n>o0 est une
martingale (utiliser I’équation récursive pour Y ou le théoréme d’arrét optionnel).

f) En déduire une expression pour P(Xr=0) en fonction de z.

Exercice 8. Soit G une v.a. géométrique de paramétre p € ]0, 1[ (c-a-d P(G = k) = p*(1 — p),
k €N). Soit pour tout n>0, F,=0(GA(n+1)).

a) Montrer que F,=c({{G=0},{G=1},....{G=n},{G>n}}).

b) Montrer que M,, =Tg<, — (1 — p)(GAn) et Y,, = M2 — p(1 —p)(G An), n >0 sont deux
martingales pour la filtration (F,)n>o0-

Exercice 9. Soit (X,,),>1 une suite i.i.d. telle que X,, est une v.a. choisie uniformément dans
lalphabet A={A, B,...,Z} (#A=26). Soit (F,)n>1 la filtration naturelle des X (Fo={0,Q2}).
On considére la suite comme une chaine de symboles. Soit T le premier instant o on voit appa-
raitre la chaine « AB » dans la suite X;X5---X,,--- (formellement Thp = inf {n > 2: X,, = B,
Xn_1=A4}). On veut calculer IE[T] le temps moyen d’apparition du mot « AB ».

a) Soit Y, = ZZ:Q 262 Ix,=B Xy 1=4+26Ix,=4. Montrer que M, =Y, —n est une martin-
gale. Donner une interpretation de M en terms de gain dans un jeux d’hasard.



b) Montrer que il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que P(Tap > n) < ¢™. En déduire que
E[Tap] <+ o0 et P(Tap < +o00)=1.

c¢) Montrer que E[Tap] =E[Yr,,] = 26>
d) Soit Tgg=inf{n>2: X,,= B, X,,_1 = B}. Montrer que E[Tp] = 262 + 26.

e) Soit TABRACADABRA le premier instant ol on voit apparaitre la chaine « ABRACA-
DABRA ». Montrer que E[TABRACADABRA] =26 +26* + 26.



