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TD1. Intégrales doubles et couples de variables aléatoires.
Exercice 1. Calculer les intégrales fD f(z,y)dedy dans les cas suivants :
a) flz,y)=1/(z+y+1)?et D={(z,y) eR})0<z<1,0<y<1}.

b) f(z,y)=sin(z+y) et D={(z,y) eER?)0<x<7/2,0<y <7/2}.
c) flw,y)=2*+y* et D={(z,y) ER}0<w <1,0<y<uz}.
d) f(z,y)=exp(-y)/(2v7) et D={(x,y) ER*|z >0,y >0,z <y?}.

e) flx,y)=1//a?+y*+1 et D={(x,y) € R?*lz?+ y?> <1} (Utiliser le passage en coordon-
nées polaires) .

f) f(z,y)=(z+y)%exp(z?—y?) et D={(x,y) €ER3|z >0,y >0,2+y <1} (Utiliser le chan-
gement de variable u=z+yetv=x—1y) .

g) f(z,y)=yexp(—zy) et D={(z,y) eR*0<2<1,0< y<1}. On demande ici de calculer
lintégrale de deux fagons différentes (intégrer d’abord en x puis en y; faire ensuite le con-
traire).

Exercice 2. Calculer les intégrales [ p f(x,y)dzdy dans les cas suivants :

a) f(z,y)=log(l+z+y)et D={(z,y) Rz >0,y>0,z+y<1}.

b) f(z,y)=e"" et D={(z,y) eRY0<z<3,0<y<z/3}.

&) flz,y)=vy et D={(z,y) ER}z<y<2—2}.

d) f(z,y)=2%yet D={(z,y)eR?)0<z<y<1}.

Exercice 3. Soit

E(y?—22+1) si 0<2<1,0<y<1
flep={ f0F 7D o bErst0sy<l
SImon

Pour quelle valeur de k, f peut-elle représenter la densité d’un couple de variables aléatoires 7

Exercice 4. Soit V=(X,Y) un couple de variables aléatoires admettant pour densité

kst |z|+yl<1
0 sinon ’

fv(way):{

a) Déterminer k ainsi que les lois marginales de X et de Y.
b) Déterminer Cov(X,Y) et étudier 'indépendance de X et Y.
Exercice 5. Déterminer k pour que les fonctions suivantes soient des densités:

a) f(z,y)=k/(x+y)*Ip(x,y) avec D={(z,y) eR*|z>1,y>1,24+y<3}



b) f(x,y)=kva?+y*Ip(x,y) avec D={(z,y) ER?|2*+y*< 1,y >0}

¢) flz,y)=klp(z,y) avec D={(z,y) eR?*|z/a<y<ax,1/(ax)<y<a/z,z >0} étant a
un paramétre tel que a > 1.

Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi continue
uniforme sur [0, 1].

a) Calculer la densité de probabilité de T'=inf(X,Y’) et de Z =sup(X,Y).
b) Calculer l'espérance mathématique de Z et de T'.
c) Calculer le coefficient de corrélation linéaire pz 1 entre Z et T

Exercice 7. Soient X et Y deux variables aléatoires admettant pour densité de probabilité
fox vy (@ y) =exp (=9I oo (¥) IR, (2).

a) Vérifier que f(x y) est bien une densité de probabilité.

b) Déterminer les lois marginales de X et de Y.

c) Calculer P(X <1]Y >2).
Exercice 8. Soit X une variable aléatoire admettant pour loi conditionnelle lorsque Y = y, la
loi de densité : y?z exp (—y z)1g,(z). La variable aléatoire Y admet pour densité fy(y) =1/

y21] 1,4+00[(y). Calculer la loi conditionnelle de Y sachant que X =z ainsi que I'espérance condi-
tionnelle E(Y'|X).

Exercice 9. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi exponen-
tielle de parameétre A=1. On considére les variables U et V définies par U=X+Y et V=X/Y.

a) Déterminer la loi du couple de variables aléatoires (U, V). Les variables U et V sont-elles
indépendantes ?

b) Calculer E(U) et E(V).



