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Rappels sur les intégrales multiples

L’outil principal pour calculer des intégrales en plusieurs variables est le théorème de Fubini-
Tonelli.

Théorème 1. [Fubini-Tonelli, cas n= 2] Soit f :R2→R une fonction positive, alors

∫R2

f(x, y) dxdy =

∫R ( ∫R f(x, y)dx

)

dy =

∫R ( ∫R f(x, y)dy

)

dx .

Où les trois termes sont ou bien fini et égaux ou bien simultanément +∞. Si f est de signe
quelconque mais intégrable au sens que

∫ R2
|f(x, y)|dxdy < +∞ alors l’égalité des trois inté-

grales reste vraie.

Exemple 2. f(x, y)= xe−xyIx>0I1<y<2. D’un part

∫R2

f(x, y)dxdy =

∫R ( ∫R xe−xyIx>0dx

)I1<y<2dy

=

∫R ( ∫R y2 xe−xyIx>0dx

)I1<y<2

y2
dy

=

∫R ( ∫R xe−xIx>0dx

)I1<y<2

y2
dy

=

∫

1

2 dy

y2
=

1

2
.

D’autre part

∫R2

f(x, y)dxdy =

∫

0

+∞
x

(
∫

1

2

e−xydy

)

dx

=

∫

0

+∞
(e−x − e−2x)dx=

1

2
.

Exemple 3. Voyons un contre-exemple à l’utilisation de Fubini dans un cas où l’intégrale
double n’est pas défini. Soit

f(x, y)=
x2− y2

(x2 + y2)2

alors I =
∫

0

1 ∫

0

1
f(x, y)dxdy n’est pas bien défini car

∫

0

1 ∫

0

1

|f(x, y)|dxdy =

∫

0

1
(
∫

0

y y2−x2

(x2 + y2)2
dx

)

dy +

∫

0

1
(
∫

0

x x2− y2

(x2 + y2)2
dy

)

dx

=

∫

0

1
(

1

y
− 1

1+ y2

)

dy = +∞
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Or, les intégrales

I1 =

∫

0

1
(
∫

0

1 x2− y2

(x2 + y2)2
dx

)

dy, I2 =

∫

0

1
(
∫

0

1 x2− y2

(x2 + y2)2
dy

)

dx

sont bien défini et il satisfont I1 =−I2. En effet:

∫

0

1 x2− y2

(x2 + y2)2
dy =

∫

0

1 1

(x2 + y2)
dy − 2

∫

0

1 y2

(x2 + y2)2
dy =

1

1+ x2

et alors

I2 =

∫

0

1 1

1+ x2
dx = [arctan (x)]0

1 =
π

4
=−I1

ce qui est in contradiction avec une application naïve de Fubini (car dans ce cas I1 = I2 = I = 0).

Théorème 4. (Changement des variables) Soit h: Rn → Rn. On note hi(x)
ses composantes dans la base canonique: h(x) = (h1(x),	 , hn(x)) et Jh son Jacobien:

Jh(x)= det

(

∂hi(x)

∂xj

)

i,j=1,	 ,n

.

Supposons que

i. les dérivées partielles de hi(x) sont continues sur Rn pour i = 1,	 , n.

ii. h est une bijection.

iii. Jh(x)� 0 pour tout x∈Rn.

Alors pour toute fonction f :Rn →R et tout ensemble Borelién K ⊆Rn tels que
∫

K
|f(x)|dx <

∞
∫

K

f(x)dx =

∫

h−1(K)

f(h(y))|Jh(y)|dy .

Remarque 5. Par le Théorème de la fonction inverse, sous le condition du Théorème 4 la fonc-
tion inverse g(y)= h−1(y) existe partout dans Rn et

Jg(y)=
1

Jh(g(y))
.

On voit donc que h vérifie les conditions i,ii et iii du Theoreme 4 si et seulement si g aussi vérifie
ces conditions.

Vecteurs aléatoires

Soit (Ω, A, P) un espace probabilisé. Un vecteur aléatoire X de dimension n (ou dans Rn) est
une application X : Ω → Rn telle que tout les ensembles de la forme {X ∈ B} = {ω ∈ Ω: X(ω) ∈
B} pour B Borélien de Rn appartiennent à la tribu A. En particulier on peut calculer la proba-
bilité P(X ∈B) de l’événement {X ∈B} (car P(A) est définie seulement pour A ∈A). La loi de
X est la l’application µX: B(Rn) → [0, 1] qui à tout B Borélien de Rn associe P(X ∈ B). On
appelle fonction de répartition de X la fonction FX:Rn→ [0, 1] définie par

FX(x1,	 , xn)=P(X1 6 x1,	 , Xn 6 xn)
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où (Xi)i=1,	 ,n sont les composantes de X(ω) = (X1(ω), 	 , Xn(ω)) (donc des v.a. réelles). La
fonction de répartition caractérise la loi de X , i.e. n’importe quel événement {X ∈ B} peut être
calculé à l’aide de FX.

Exemple 6. Soit n = 2 et B = ]x1,y1]×x2, y2] alors il est facile de vérifier queP(X ∈B) =P(X1∈ ]x1, y1], Y ∈ ]x2, y2])= FX(y1, y2)−FX(y1, x2)−FX(x1, y2)+ FX(x1, x2)

en utilisant les propriétés élémentaires des probabilités (en particulier P(A ∪ B) = P(A) +P(B)−P(A∩B)): P(X ∈B)=P(x1 < X1 6 y1, x2 <X2 6 y2)

=P(X1 6 y1, x2 6X2 6 y2)−P(X1 6 x1, x2 < X2 6 y2)

=P(X1 6 y1, X2 6 y2)− (X1 6 y1, X2 6 x2)

−(P(X1 6x1, X2 6 y2)−P(X1 6 x1, X2 6x2))

=FX(y1, y2)−FX(y1, x2)−FX(x1, y2) +FX(x1, x2) .

Définition 7. Le vecteur X à valeurs dans Rn est discret si il peut prendre que une quantité d
au plus dénombrable des valeurs distinct. Autrement dit si il existent des ensembles au plus
dénombrables X1,	 ,Xn tels que P(X1∈X1,	 , Xn∈Xn)= 1. Dans ce cas on appelle la quantité

pX(x)= p(X1,	 ,Xn)(x1,	 , xn)=P(X1 =x1,	 , Xn = xn) x1∈X1,	 , xn∈Xn

la densité discrete de X.

La densité discrete d’un vecteur X satisfait

a) pX(x) > 0 ;

b)
∑

x1∈X1

∑

x2∈X2


 ∑
xn∈Xn

pX(x1,	 , xn)= 1 .

Définition 8. On dit que X est un vecteur continu ou que il admet une densité (continue) fX:Rn→R+ ssi pour tout Borélien B ∈B(Rn) (la tribu Borélienne de Rn) on peut exprimer la pro-
babilité de l’événement {X ∈B} par une intégrale sur B de fX:P(X ∈B) =

∫

B

fX(x1,	 , xn)dx1
 dxn .

La densité (continue ou discrete), si elle existe, est unique et caractérise la loi de X. On a que

∫Rn

fX(x1,	 , xn)dx1
 dxn =P(X ∈Rn) =1

en particulier fX est intégrable. La fonction de répartition FX:Rn→ [0, 1] de X est donné par

FX(t1,	 , tn)=
defP(X1 6 t1,	 , Xn 6 tn) =

∫

−∞

t1 
 ∫
−∞

tn

fX(x1,	 , xn)dx1
 dxn
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c’est la probabilité de l’événement {X ∈ B} pour B =] −∞, t1] × 
 ×] −∞, tn] ⊆Rn. On peut
déterminer la densité en dérivant la fonction de répartition:

fX(t1,	 , tn) =
∂n

∂t1
 ∂tn
FX(t1,	 , tn)

formule valable en tout point de continuité de ∂nFX(t1,	 , tn)/∂t1
 ∂tn.

L’interprétation intuitive de la densité fX est la suivante: si ∆xi ≪ 1 alors la probabilité de
l’événement {Xi∈ [xi, xi + ∆xi] pour i = 1,	 , n} est approchable parP(Xi ∈ [xi, xi +∆xi] pour i =1,	 , n) =

∫

x1

x1+∆x1 	 ∫
xn

xn+∆xn

fX(t1,	 , tn)dt1
 dtn

≃fX(x1,	 , xn)∆x1
∆xn .

La densité est donc proportionnelle à la mesure de probabilité d’un petit voisinage du point
(x1,	 , xn). Autrement dit, si Bn(x, δ) = {y ∈Rn : |x− y |6 δ}⊆Rn est la boule n-dimensionnelle
de rayon δ centrée en x ∈Rn et Vn(δ) = |Bn(x, δ)| le volume de B(x, δ), i.e. Vn(δ) =

∫

Bn(x,δ)
d

t1
 dtn alors si δ ≪ 1 on a l’approximation P(X ∈B(x, δ))≃ fX(x) Vn(δ).

Exemple 9. Soit Z = (X, Y ): Ω → R2 un couple aléatoire dont la fonction de répartition est
donnée par

FZ(x, y)= q(x) q(y)

où q(s)=max (0,min (s, 1)). Alors

∂2

∂x∂y
FZ(x, y)=







non définie six= 0, 1 ou y =0, 1

1 si (x, y)∈ ]0, 1[2

0 autrement

et on peut vérifier que

FZ(x, y) =

∫

−∞

x ∫

−∞

y I]0,1[(z1) I]0,1[(z2)dz1dz2 .

Donc fZ(z1, z2) = I]0,1[(z1) I]0,1[(z2) est la densité de Z.

Définition 10. Soit D ⊆Rn un ensemble mesurable et tel que Vol(D)=
∫

D
dx > 0 (son volume

est positif). On dit que X: Ω→Rn a une loi uniforme sur D si X admet densité

fX(x)=
ID(x)

Vol(D)
.

Théorème 11. Soit X un vecteur aléatoire continu à valeurs dans Rn de densité fX et h:Rn→Rn une transformation vérifiant les hypotheses du Theoreme 4, alors la v.a. Y = h(X) admet la
densité fY donnée par

fY (y)= fX(h−1(y))
1

|Jh(h−1(y))|
pour tout y ∈Rn.
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Démonstration. Considérons la fonction de repartition de Y :

FY (t1,	 , tn)=P(Y1 6 t1,	 , Yn 6 tn) =

∫

A(t)

fX(x)dx

où A(t)= {x∈Rn: h1(x)6 t1,	 , hn(x)6 tn}. Par le Théorème 4 on a que (y =h(x))

∫

A(t)

fX(x)dx=

∫

h(A(t))

fX(h−1(y))
dy

|Jh(h−1(y))|

or h(A(t)) = {y = h(x): x ∈ A(t)} = {y = h(x): h(x1) 6 t1, 	 , h(xn) 6 tn} = {y1 6 t1, 	 , yn 6 tn}.
Donc

FY (t1,	 , tn)=

∫

−∞

t1 
 ∫
−∞

tn

fX(h−1(y))
dy

|Jh(h−1(y))| .

Exercice 1. Montrer que si X est un vecteur aléatoire à valeurs dans Rn de densité fX et si A

est une matrice n×n inversible et b∈Rn alors la v.a. Y = AX + b a densité fY donnée par

fY (y)= fX(A−1(y − b))
1

|Det(A)| .

�

Densités marginales

Définition 12. Si Z est un vecteur aléatoire dans Rn admettant une densité fZ alors tout sous-
vecteurs Y de Z de dimension k 6 n admettent une densité qu’on obtient en intégrant fZ par rap-
port aux composantes qui ne figurent pas dans Y. On appelle cette densité la densité marginale
de Y. Explicitement si Y =(Z1,	 , Zk) alorsP(Y ∈B) =P((Z1,	 , Zk)∈B) =P(Z ∈B ×Rn−k)=

∫

(z1,	 ,zk)∈B

fZ(z1,	 , zn)dz1
 dzn

=

∫

B

(
∫Rn−k

fZ(z1,	 , zk, zk+1,	 , zn)dzk+1
 dzn

)

dz1
 dzk

donc fY (y1,	 , yk)=
∫ Rn−k

fZ(y1,	 yk, zk+1,	 , zn)dzk+1
 dzn.

Cas particulier (n = 2). Soit Z = (X, Y ) un vecteur aléatoire bidimensionnel de densité fZ.
La densité marginale de X est fX(x) =

∫ R fZ(x, y)dy et la densité marginale de Y est fZ(y) =
∫ R fZ(x, y)dx.

Exemple 13. Considérons le couple (X, Y ) de densité

f(X,Y )(x, y)= α
e−y

2 x
√ I0<x<y2 Iy>0

• Déterminer α > 0 t.q. f(X,Y ) soit correctement normalisée.

• Déterminer les densités marginales fX et fY .

• Calculer P(X > 1).
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Calculons

I =

∫R2

f(X,Y )(x, y)dxdy =α

∫

0

∞
(

∫

0

y2

dx

2 x
√

)

e−ydy

=α

∫

0

∞
y e−ydy = α

donc α =1.

fX(x)=

∫R f(X,Y )(x, y)dy =
Ix>0

2 x
√

∫

x
√

∞
e−ydy =

e− x
√

2 x
√ Ix>0

fY (y) =

∫R f(X,Y )(x, y)dx = Iy>0 e−y

∫

0

y2

dx

2 x
√ = y e−y Iy>0P(X > 1)=

∫

1

∞
fX(x)dx=

∫

1

∞ e− x
√

2 x
√ dx=

1

e

Exemple 14. Deux densités fX,Y (x, y) et gX,Y (x, y) peuvent avoir les mêmes marginales. Par
exemple il est facile de montrer que les densités

fX,Y (x, y)=
1

2π
e−(x2+y2)/2, gX,Y (x, y)=

1

2π
e−(x2+y2)/2[1 +x y I[−1,1](x)I[−1,1](y)]

ont les mêmes marginales (fX = gX et fY = gY ). En effet en utilisant l’intégrale remarquable

∫R 1

2π
√ e−x2/2dx =1

on obtient que

fX(x)=

∫R fX,Y (x, y)dy =
1

2π
√ e−x2/2

et

gX(x) =

∫R gX,Y (x, y)dy =

∫R 1

2π
e−(x2+y2)/2[1 +x y I[−1,1](x)I[−1,1](y)]dy

=
1

2π
√ e−x2/2

∫R 1

2π
√ e−y2/2[1 + x y I[−1,1](x)I[−1,1](y)]dy =

1

2π
√ e−x2/2

car
∫R 1

2π
√ e−y2/2y I[−1,1](y)dy = 0

par symétrie.

Densité et espérance conditionnelle

Définition 15. Soit Z = (X, Y ) un vecteur aléatoire dans Rm ×Rn admettant une densité fZ.
Soient fX et fY les densités marginales des vecteurs X et Y. On appelle densité conditionnelle de
X sachant Y = y la densité donnée par

fX |Y =y(x)=
f(X,Y )(x, y)

fY (y)
pour tout y∈Rn t.q. fY (y)> 0.
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Cette définition est motivée par le fait que, si δ ≪ 1:P(X ∈Bm(x, δ)|Y ∈Bn(y, δ)) =
P(X ∈Bm(x, δ), Y ∈Bn(y, δ))P(Y ∈Bn(y, δ))

≃ f(X,Y )(x, y)Vm(δ)Vn(δ)

fY (y)Vn(δ)

≃f(X,Y )(x, y)

fY (y)
Vm(δ)= fX |Y =y(x)Vm(δ)

donc la densité conditionnelle est proportionnelle à la probabilité conditionnelle de trouver X

dans une petite boule centrée en x sachant que Y est dans une petite boule centrée en y.

Exemple 16. Considérons Z = (X, Y ) de densité fZ(x, y) = 2λ2e−λ(x+y)I0<x<y. Quelle est la
densité conditionnelle de X sachant Y = y?

Calculons d’abord fY (y):

fY (y)=

∫R 2λ2e−λ(x+y)I0<x<ydx =2λe−λyIy>0

∫

0

y

λe−λxdx=2λe−λy(1− e−λy)Iy>0

Il vient que

fX |Y =y(x) =
2λ2e−λ(x+y)I0<x<y

2λe−λy(1− e−λy)Iy>0

=
λe−λxI0<x<y

1− e−λy
pour tout y > 0.

Définition 17. Une famille (Xi)i=1,	 ,n de v.a. est indépendante ssi pour tout Bi, i = 1, 	 , n,
on a que les événements {Xi∈Bi}i=1,	 ,n sont indépendants, i.e.:P(X1∈B1,	 , Xn∈Bn)=P(X1∈B1)
P(Xn∈Bn).

Dans cette définition les v.a.s Xi peuvent être réelles ou bien des vecteurs aléatoires elles mêmes.
Les v.a. X, Y sont indépendantes ssi F(X,Y )(x, y) = FX(x) FY (y). Pour les v.a. avec densité on
a la proposition suivante.

Proposition 18. Soient X et Y deux v.a. admettant respectivement les densités fX et fY. Alors
X et Y sont indépendantes ssi fX |Y =y ne dépend de y. Dans ce cas là fX |Y =y(x) = fX(x).

Démonstration. Si X, Y sont indépendantes alors F(X,Y )(x, y) = FX(x)FY (y) et donc on a

que le couple admet la densité jointe f(X,Y )(x, y)= fX(x) fY (y) car

∂2

∂x∂y
F(X,Y )(x, y)=

∂2

∂x∂y
FX(x)FY (y) = fX(x) fY (y)

et donc fX |Y =y(x) = f(X,Y )(x, y)/fY (y) = fX(x) qui ne dépend pas de y. Réciproquement on a

f(X,Y )(x, y)= fX |Y =y(x)fY (y) et si la densité conditionnelle ne dépends pas de y

fX(x)=

∫R f(X,Y )(x, y)dy = fX |Y =y(x)

∫R fY (y)dy = fX |Y =y(x)

et donc f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y) qui implique l’indépendance de X et Y . �
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Proposition 19. Soient X et Y deux v.a. avec densité jointe f(X,Y )(x, y). Alors X et Y sont

indépendantes ssi il existe deux applications g, h telles que f(X,Y )(x, y)= g(x)h(y).

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes alors on peut prendre g = fX et h = fY . Réci-
proquement: supposons que f(X,Y )(x, y) = g(x)h(y):

fX(x)=

∫R f(X,Y )(x, y)dy = g(x)

∫R h(y)dy, fY (y)= h(y)

∫R g(x)dx

1 =

∫

fX(x)dx =

∫R g(x)dx

∫R h(y)dy

et donc f(X,Y )(x, y) = fX(x) fY (y). �

Exemple 20. Soit (X, Y ) un couple de v.a. dans R2 admettant pour densité f(X,Y )(x, y) =
8 x y I0<x<y<1. X et Y ne sont pas indépendantes car la fonction I0<x<y<1 ne peut pas s’écrire
sous la forme d’un produit. En effet f(X,Y )(1/2, 2/3) > 0 et f(X,Y )(1/4, 1/3) > 0. Si f(X,Y )(x,

y) = q(x) h(y) alors on doit avoir que q(1/2) > 0 et h(1/3) > 0 mais alors f(X,Y )(1/2, 1/3) > 0 ce
qu’est en contradiction avec la definition de f(X,Y ) car f(X,Y )(1/2, 1/3)= 0.

Espérance et espérance conditionnelle

Si X est un vecteur aléatoire dans Rn admettant fX comme densité et g:Rn →R est une fonc-
tion positive alors on défini l’espérance E[g(X)] de la v.a. g(X) par la formuleE[g(X)] =

∫Rn

g(x)fX(x)dx (1)

qui est toujours une quantité positive bien définie même si elle peut prendre la valeur +∞. Si g

est de signe quelconque et E[|g(X)|] < ∞ alors on dit que g(X) est intégrable et on peut définir
l’espérance de g(X) par la même formule (1). Si g(X) n’est pas intégrable l’intégrale dans la
formule (1) n’est pas bien définie.

Théorème 21. Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rn et supposons que pour tout fonc-
tion mesurable bornée g:Rn→R E[g(X)] =

∫Rn

g(x) q(x)dx

pour une certaine fonction q:Rn→R+. Alors X admet densité fX = q.

Remarque 22. Ce resultat est assez pratique pour determiner la densité par changement des
variables.

Définition 23. Soit Z = (X, Y ) un vecteur aléatoire de Rn × Rm. Soit g: Rn × Rm → R une
fonction telle que g(X, Y ) est intégrable, c-à-d E|g(X, Y )|< +∞. On appellera espérance condi-
tionnelle de g(X, Y ) sachant Y et on notera E[g(X, Y )|Y ] la v.a. Ψ(Y ) où

Ψ(y)=

∫Rn

g(x, y)fX |Y =y(x)dx, ∀y ∈Rm : fY (y)> 0.

Il est importante de remarquer que l’espérance conditionnelle E[g(X ,Y )|Y ] est une variable aléa-
toire.
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Remarque 24. Par convenance on note E[g(X)|Y = y] =
∫ Rn

g(x, y)fX |Y =y(x)dx l’espérance

par rapport à la loi conditionnelle de X sachant Y = y. Cette espérance est une fonction réelle
de y.

Exemple 25. Revenons à l’exemple 16 et calculons E[X Y |Y ] (il faut donc prendre g(x, y) =
x y). Vérifions d’abord la condition d’integrabilité (qui donne sens au calcul de l’espérance con-
ditionnelle): E[|X Y |] =

∫R2

|x y |f(X,Y )(x, y)dxdy =2λ2

∫ ∫

xye−λ(x+y)I0<x<ydxdy

62λ2

∫

0

∞ ∫

0

∞
xye−λ(x+y)dxdy =2λ2

(
∫

0

∞
x e−λxdx

)

2

<∞

donc X Y est bien intégrable.

Ψ(y) =

∫R x y fX |Y =y(x)dx= yIy>0

∫R x
λe−λxI0<x<y

1− e−λy
dx =

λy

1− e−λy
Iy>0

∫

0

y

x e−λxdx

Ψ(y)=
y

1− e−λy
Iy>0

1− e−λy −λy e−λy

λ

et donc E[XY |Y ] =
Y

1− e−λY

1− e−λY −λY e−λY

λ

Proposition 26. Soit h une application de Rn ×Rm→R telle que g(X, Y )h(Y ) est intégrable.
Alors

1. E[g(X, Y )|Y ]h(Y ) =E[g(X, Y )h(Y )|Y ]

2. E[E[g(X, Y )|Y ]h(Y )] =E[g(X, Y )h(Y )]

Démonstration. Soit Φ(Y )=E[g(X, Y )|Y ] et Ψ(Y ) =E[g(X, Y )h(Y )|Y ] où

Φ(y) =

∫Rn

g(x, y)fX |Y =y(x)dx, Ψ(y)=

∫Rn

g(x, y)h(y)fX |Y =y(x)dx

alors Ψ(y)= h(y)Φ(y) qui donne la première égalité. Pour la deuxième on remarque queE[E[g(X, Y )|Y ]h(Y )] =E[Φ(Y )h(Y )] =E[Ψ(Y )] =

∫Rm

Ψ(y)fY (y)dy

=

∫Rn×Rm

g(x, y)h(y)fX |Y =y(x)fY (y)dxdy =

∫Rn×Rm

g(x, y)h(y)f(X,Y )(x, y)dxdy

=E[g(X, Y )h(Y )]

par la définition de la densité conditionnelle et d’espérance. �

Cas particuliers:

• g(x, y)= x et h(y)= 1: E[E[X |Y ]] =E[X ]

• g(x, y)= 1, h(Y ) intégrable: E[h(Y )|Y ] = h(Y ).
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Exemple 27. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi exponentielle de densité f(x) =
λe−λxIx>0 avec λ > 0. Calculons la densité conditionnelle fX |X+Y et l’espérance conditionnelleE[X |X + Y ]. Si z < xP(X + Y <z, X < x)=P(X +Y < z, X < z) =

∫

0

z ∫

0

z−u

f(u)f(v)dudv

et si z > x P(X + Y <z, X < x)=

∫

0

x ∫

0

z−u

f(u)f(v)dudv .

Par conséquent, pour z > x la densité jointe du couple (X + Y , X) est

f(X+Y ,X)(z, x)=
∂2

∂u∂v
P(X + Y < z, X <x)= f(z − x)f(x)= λ2e−λz

et f(X+Y ,X)(z, x) = 0 si z < x. Par ailleurs, la densité de X + Y est la convolution de deux den-
sités exponentielles, i.e. fX+Y (z) = λ2ze−λzIz>0. Donc la densité conditionnelle de X sachant
X +Y est

fX |X+Y (x|z) =
f(X+Y ,X)(z, x)

fX+Y (z)
=

1

z
I06x6z

qui est la densité uniforme sur l’intervalle [0, z]. Donc on calcule facilement que E[X |X + Y =
z] =

z

2
et finalement que E[X |X +Y ] =

X + Y

2
.

Une application de cet exemple est la suivante. Soit X l’instant où la première demande arrive à
un système de service et Y l’interval de temps entre l’arrivée de la premiere et la deuxième
demandes. Si on sait que la deuxième arrive au temps z (donc X + Y = z) alors on vient de
determiner que la loi du temps d’arrivée de la premiere est donnée par la densité 1/z sur l’inter-
valle [0, z]. En particulier, la moyenne du temps d’arrivée de la premiere est z/2.

Variance, covariance et corrélation

Définition 28. La covariance Cov(X, Y ) du couple (X, Y ) de v.a. réelles est donnée par
Cov(X, Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]. La variance de X est Var(X) = Cov(X, X) = E[(X −E[X])2] > 0.

Si Var(X) = 0 alors X = E[X ] est une constante. La covariance est une fonction symétrique
(Cov(X, Y ) = Cov(Y , X)) et linéaire par rapport à chacun de ses arguments (Cov(αX + βY ,

Z)= αCov(X, Z)+ βCov(Y , Z)). Var(αX + c)= α2Var(X). On a que

Var(X + Y )=Cov(X + Y , X + Y )=Cov(X, X)+ 2Cov(X, Y )+Cov(Y , Y )

=Var(X) +2Cov(X, Y ) +Var(Y ).

Si X, Y sont indépendantes Cov(X, Y ) =0, le réciproque n’est pas vrai en général.

Exemple 29. Soit X ∼N (0, 1) et Y = X2. Alors Cov(X, Y ) =E[XY ] =E[X3] = 0 mais évidem-
ment X, Y ne sont pas indépendantes: par exemple 0 =P(X > 1, Y < 1) � P(X > 1)P(Y < 1) =P(X > 1)P(−1 < X < 1) > 0.
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On a l’inégalité

Cov(X, Y )2 6Var(X)Var(Y )

[Preuve: considérer le discriminant du polynôme positive P (t)=Var(X + tY ) > 0].

Le coefficient de corrélation ρX,Y est défini par

ρX,Y =
Cov(X, Y )

Var(X)Var(Y )
√ ∈ [−1, 1]

Exemple 30. Si ρX,Y = ±1 et Var(Y ) > 0 alors existe α ∈R tel que Var(X − αY ) = 0 et donc

X − αY = constante qui donne que Cov(X, Y ) =Cov(αY , Y ) = αVar(Y ), Var(X) = α2Var(Y ) et
ρX,Y = signα. Donc on voit bien que le signe de α est celui de ρX,Y .

Pour le prouver, considérer le polynôme quadratique en α défini par P (α) = Var(X − αY ) =
Var(X) − 2α Cov(X, Y ) + α2Var(Y ). Or P (α) > 0 et donc l’équation P (α) = 0 admet au plus
une solution et il admet une solution seulement si le discriminant est nul. Ici ∆ = 4 [Cov(X,

Y )]2− 4Var(X)Var(Y ) = 4Var(X)Var(Y ) (ρX,Y
2 − 1) 6 0 et donc ∆ = 0⇔|ρX,Y |= 1. Apres il est

clair que si X =αY +c avec c constant on doit avoir

ρX,Y =
Cov(αY + c, Y )

Var(αY + c)Var(Y )
√ =

αCov(Y , Y )

α2Var(Y )Var(Y )
√ =

α

|α| = sgn (α).

Exercice 2. Montrer que ρX,Y = sgn(a d) ρaX+b,dY +d, c-à-d que le coefficient de corrélation est
invariante par des transformation affines des variables elles vérifient sgn(ad)= 1.

Définition 31. On appelle variance conditionnelle de X sachant Y et on notera Var(X |Y ) la
v.a.

Var(X |Y )=E[(X −E[X |Y ])2|Y ]

Proposition 32. On a Var(X |Y ) =E[X2|Y ]− (E[X |Y ])2

Démonstration.

Var(X |Y ) =E[X2− 2XE[X |Y ] + (E[X |Y ])2|Y ]

=E[X2|Y ]− 2(E[X |Y ])2 + (E[X |Y ])2

=E[X2|Y ]− (E[X |Y ])2

car E[X E[X |Y ]|Y ] =E[X |Y ]E[X |Y ] et E[(E[X |Y ])2|Y ] = (E[X |Y ])2. �

Proposition 33. (Identité de la variance conditionnelle) Soient X et Y 2 v.a. sur le même
espace de probabilité et E[X2] < +∞. Alors Var(X) =E[Var(X |Y )] +Var[E(X |Y )]

Démonstration.

Var(X) =E[X2]− (E[X ])2 =E[E[X2|Y ]− (E(X |Y ))2] +E[(E(X |Y ))2]− (E[E[X |Y ]])2

=E[Var(X |Y )] +Var[E(X |Y )] �

11



Meilleure prévision et regression

Soit X, Y un couple aléatoire de densité jointe fX,Y et tel que E[Y 2] < ∞. Le problème de la
meilleure prevision est de trouver une fonction g telle que l’écart moyen quadratique de Y à
g(X) soit le plus petit possible:E[(Y − g(X))2] = inf

h
E[(Y − h(X))2]

Dans le contexte de la meilleure prevision la variable X est appelée variable explicative ou predi-
cteur et Y est appelée variable expliquée. L’esperance conditionnelle Ψ(x) =E[Y |X = x] donné
l’unique solution de ce problème.

Théorème 34. (Meilleure prevision) Soit Ψ(x)=E[Y |X =x] alorsE[(Y −Ψ(X))2] 6E[(Y − h(X))2]

pour tout h:R→R mesurable et telle que E[h(X)2] <∞.

Démonstration. On a queE[(Y − h(X))2] =E[(Y −Ψ(X)+ Ψ(X)− h(X))2]

=E[(Y −Ψ(X))2] +E[(Ψ(X)− h(X))2] + 2E[(Y −Ψ(X))(Ψ(X)− h(X))] .

Or E[(Y −Ψ(X))(Ψ(X)−h(X))] =E[E[(Y −Ψ(X))|X ](Ψ(X)− h(X))] = 0

et donc E[(Y − h(X))2] =E[(Y −Ψ(X))2] +E[(Ψ(X)− h(X))2]

ce qu’implique que E[(Y − h(X))2] >E[(Y −Ψ(X))2]

avec égalité si et seulement si E[(Ψ(X)− h(X))2] = 0 c’est à dire si Ψ(X) =h(X).

�

La fonction g(x) = E[Y |X = x] est dite fonction de regression de Y sur X . Dans le cas où

X, Y sont des v.a. réelles la regression est dite simple. Si X, Y sont des v.a. à valeurs vecto-
rielles alors la regression est dite multiple ou multivariée.

Exemple 35. Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire dans R2 de densité

fX,Y (x, y)= (x+ y)I0<x,y<1 .

Explicitions la fonction de regression de X sur Y : g(x) =E[Y |X = x]. La densité marginale de X

est donnée par

fX(x) =

∫R fX,Y (x, y)dy =

(

x+
1

2

)I0<x<1 .
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Alors la densité conditionnelle est donnée par

fY |X(y |x) =
x+ y

x+ 1/2
I0<x,y<1

et

g(x)=

∫R y fY |X(y |x)dy =

∫R y
x + y

x+ 1/2
I0<x,y<1dy =

x

2
+

1

3

x+
1

2

pour tout x∈ ]0, 1[. Soulignons que, en general, g est une fonction non-lineaire de x.

Si g est la fonction de regression de X sur Y alors la v.a. ξ = Y − g(X) = Y −E[Y |X ] represente

l’erreur stochastique dans la prevision de Y par g(X). On appelle ξ le residu de regression. Par
definition d’esperance conditionnelle E[ξ |X] = 0

et donc aussi E[ξ] = 0. L’erreur quadratique de l’approximation de Y par g(X) est

∆ =E[(Y − g(X))2] =E(ξ2)=Var(ξ).

On appelle ∆ la variance résiduelle. On a que ∆ 6 Var(Y ): par le théorème de meilleur previ-

sion, pour tout h:R→R mesurable ∆ 6E[(Y − h(X))2]. En choisissant h(x) =E[Y ] (constante)
on a que

∆ 6E[(Y − h(X))2] =E[(Y −E[Y ])2] =Var(Y ).

On a aussi que

Var(Y ) =Var(E[Y |X ])+E[Var(Y |X)] =Var(g(X))+ ∆

car

∆=E[Y 2]−E[E[Y |X ]2] =E[Var(Y |X)].
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