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Corrigé du Partiel

[Durée une heure et demi. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes.
Seule les reponses soigneusement justifiées seront prise en compte.]

Exercice 1. Soient T , S des temps d’arrêt pour une filtration (Fn)n�0.

a) Montrer que U =min (T , S) est un temps d’arrêt .

b) Montrer que si S(ω)� T (ω) pour tout ω ∈Ω alors FS ⊆FT .

Solution. a) Par hypothèse {S � k}∈Fk−1 et donc {T = k, S � k}∈Fk. Bien sûr on a aussi {S =
k, T � k}∈Fk ce qui permet de conclure que

{U = k}= {T = k, S � k}∪ {S = k, T � k}∈Fk

pour tout k � 0.

b) Soit A∈FS on doit montrer que A∩ {T = n}∈Fn pour tout n� 0. On a que

A∩{T = n}=A∩{S �T = n}=∪0�k�n (A∩ {S = k}∩ {T = n})

Par hypothèse A∩{S = k}∈Fk et donc {S = k}∩ {T = n}∈Fn ce qui donne A∩{T = n}∈Fn.

Exercice 2. Soit (Xn)n�1 une suite iid à valeurs dans R et g(θ) =E[eθX1] < +∞ pour tout θ ∈
R. Soit (Fn)n�0 la filtration naturelle de la suite (Xn)n�1 (c-à-d F0 = {∅, Ω}, Fn = σ(X1,� , Xn)
pour n � 1) et soit S0 =0, Sn = X1 +� +Xn la marche aléatoire engendrée par les (Xn)n�1.

a) Montrer que pour tout t.a. T borné associé à la filtration naturelle on a que

E[eλSTg(λ)−T ] = 1, λ∈R.

b) Soit a < 0 < b et T = inf {n > 0: Sn∈(a, b)}. Utiliser le résultat de la question a) pour mon-
trer que si θ̂ est tel que g(θ̂) =1 alors

P(ST � a)� eθ̂a.

c) Soit Xk = 1 avec probabilité p et Xk =− 1 avec probabilité q = 1− p et p > 1/2. Soit T =
inf {n > 0: Sn =1}. On suppose que P(T < +∞)= 1. Montrer que

1= eθE[g(θ)−T ]

pour tout θ > 0 et utiliser cet équation pour obtenir la fonction génératrice de T ϕ(s) =
E[sT ] pour |s|< 1.

Solution. a) Soit T borné par N , alors

E[ eλST

g(λ)T
] =

∑
k=0

N

E[ eλSk

g(λ)k
1T =k] =

∑
k=0

N

E[ eλSN

g(λ)N
1T =k] =E[ eλSN

g(λ)N
] = 1.
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b) Si θ̂ > 0 il y a rien a demontrer car P(ST � a) � 1 � e−θ̂a. Supposons que θ̂ < 0 et soit T = inf
{n > 0: Xn∈]a, b[} alors on a que

1=E[eθ̂ST ∧N] �E[eθ̂ST ∧N1ST ∧N�a] � eθ̂aE[1ST �a,T �N] = eθ̂aP(ST � a, T �N)

et en prenant la limite (croissante) pour N →∞ on a le résultat.

c) Dans ce cas on a que g(θ) = p eθ + q e−θ. Par la question a) on a que 1 = E[eθST ∧Ng(θ)−T∧N].
On remarque que eθST ∧N � 1 et que g(θ)−T � p−Tθ � 1 et donc par convergence dominée on
obtient que

E[eθSTg(θ)−T ] = lim
N→+∞

E[eθST ∧Ng(θ)−T∧N] = 1

mais ST = 1 et donc on a l’équation E[(p eθ + q e−θ)−T ] = e−θ pour tout θ > 0. Soit 1/s = p eθ +
q e−θ et z = e−θ alors p− z/s + q z2 = 0 et

z =
1/s± 1/s2− 4p q

√
2 q

=
1± 1− 4p q s2

√
2 q s

ce qui donne

ϕ(s) =E[sT ] =E[(p eθ + q e−θ)−T ] = z =
1± 1− 4p q s2

√
2 q s

.

Exercice 3. Une chaîne de Markov contrôlée (Xn)n�0 à valeurs dans R évolue selon la récur-
rence aléatoire contrôlée

Xn+1 = λXn + Un + εn+1

où Un = un(Xk, � , Xn), u un contrôle à valeurs dans R et où (εn)n�1 est une suite des v.a. iid
de moyenne nulle et variance σ2>0. On se fixe un horizon fini T > 0 et une constante β ∈ ]0, 1[.
On veut trouver un contrôle u qui minimise le coût moyen (actualisé)

WT
u(t, x)=E(t,x)

u [
∑
k=t

T −1

βk−tC(Xk, Uk)+ βT −tR(XT)]

où C(x, u)=
(
u2 + a x2)/2 et R(x)= a0x2/2 + b0 avec a, a0, b0 constantes fixées et positives.

a) Montrer que la fonction WT(t, x)= infu∈Ct WT
u(t, x) satisfait l’équation

WT (t, x)= inf
u∈R

{c(x, u)+ βE[WT (t + 1, λx +u + ε1)]}.

b) Montrer par récurrence rétrograde que WT (t, x) est de la forme

WT (t, x)= 1
2
aT −tx

2 + bT −t

avec (aj)j�0 et (bj)j�0 des constantes à déterminer.

c) Montrer que le contrôle optimal u∗ est Markovien et tel que

ut
∗(x)= kT −t x

pour une certaine suite (kj)j�0 de constantes.

2



d) Calculer les constantes aj , bj , kj pour j � 0.

Solution. a) Soit

VT
u(t, x)= βtWT

u(t, x)=E(t,x)
u [

∑
k=t

T −1

βkC(Xk, Uk)+ βTR(XT )]

Par l’équation de Bellman le coût moyen optimal VT (t)= infu∈Ck
VT

u(t) satisfait

VT(t, x)= inf
u∈R

{βtC(x, u)+E[VT(t + 1, λx+ u + ε1)]}

pour tout 0� t <T et donc

WT(t, x) = β−t inf
u∈R

{βtC(x, u)+E[VT(t +1, λx+ u+ ε1)]}

= inf
u∈R

{C(x, u)+ βE[WT(t +1, λx+ u+ ε1)]}.

b) On a que WT(T , x) =R(x) = a0x
2/2 + b0. Supposons que WT(T −n, x)= anx2/2 + bn alors

WT(T −n− 1, x)= inf
u∈R

{C(x, u)+ βE[WT(T −n, λx+ u + ε1)]}

= inf
u∈R

{(u2 + a x2)/2+ βE[an(λx + u+ ε1)2/2 + bn]}

par les hypothèses sur ε1 on a

= inf
u∈R

{(u2 + a x2)/2+ βan(λx+ u)2/2+ βanσ2/2+ βbn}

= inf
u∈R

{(1+ βan)u2 +(a + βanλ2) x2 + 2βanλ xu}/2+ βanσ2/2+ βbn

On doit donc minimiser la fonction ϕ(u)= (1 + βan)u2 + (a + βanλ2) x2 + 2βanλ xu. On a

ϕ′(u) =2(1 + βan)u+ 2βanλx = 0

qui nous donne uT −n
∗ =− βanλx/(1 + βan) et donc

ϕ(uT −n
∗ ) =− β2an

2λ2x2/(1+ βan) + (a + βanλ2)x2

et alors

WT(t−n− 1)= (a + βanλ2− β2an
2λ2/(1+ βan))x2/2+ βanσ2/2 + βbn

=(a + βanλ2/(1+ βan))x2/2+ βanσ2/2+ βbn

= an+1x
2/2 + bn+1

où

an+1 = a + βanλ2/(1+ βan) bn+1 = βanσ2/2 + βbn.

Cela montre au même temps que la stratégie optimale est de la forme souhaitée avec

kn+1 =− βanλ/(1 + β an).
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