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TD3. Integrabilité uniforme

Exercice 1. (Radon-Nikodym) Soit (Ω, F , P) un espace de probabilité tel que il existe une
famille dénombrable (En)n>1 d’événements tels que F = σ(En, n > 0). On dit alors que la tribu
F est denombrablement généré. Soit Q une mesure finie sur (Ω, F). On considère les propriétés
suivantes.

i. Q est absolument continue par rapport à P, (Q≪P) ssi P(A) = 0 ⇒Q(A) = 0 pour tout
A∈F .

ii.

∀ε > 0∃δ > 0: ∀A∈F ,P(A)6 δ⇒Q(A) 6 ε. (1)

iii. Il existe une v.a. positive X ∈ L1(P) telle que Q = X P (c-à-d. Q(A) =
∫

A
X dP pour

tout A∈F)

On veut montrer que elle sont équivalentes.

a) Montrer que (i)⇒(ii).

b) Montrer que (iii)⇒(i).

c) Soit Fn = σ(Ek, 1 6 k 6 n). Montrer que (Fn)n>1 est une filtration et que card(Fn) < +∞.
En déduire qu’il existe une famille disjointe An ⊆Fn telle que σ(An)=Fn.

d) Soit

Mn =
∑

A∈An

Q(A)

P(A)
IA .

Montrer que Q(B) =
∫

B
MndP pour tout B ∈ Fn et que (Mn)n>1 est une martingale par

rapport à (Fn)n>1 (sur la probabilité P).

e) Montrer que la martingale Mn est uniformément intégrable.

f) En déduire que Q=XP ou X = limnMn.

g) Montrer que si Q=XP alors Mn est uniformément intégrable.

Exercice 2. Soit Ω = [0, 1[ avec sa tribu Boreliénne B. On remarque que B est engendrée par
les intervalles dyadiques {In,k = [k2−n, (k + 1)2−n[ : n > 0, 0 6 k 6 2n − 1}. On note Bn la tribu

engendrée par {Ik,l, 0 6 k 6 n, 0 6 l 6 2k − 1} de sorte que Bn↑B. Soit P la mesure de Lebesgue
sur Ω. Soit f : Ω → R une fonction absolument continue, c-à-d telle que pour toute collection
d’intevalles {[ai, bi[}i de Ω et tout ε > 0 admet δ > 0 tel que

∑
i

|ai − bi|6 δ⇒
∑

i

|f(ai)− f(bi)|6 ε.

Soit

Mn(ω)= 2n
∑
k=0

2
n−1

(f((k + 1)2−n)− f(k2−n)) IIn,k
(ω) .

a) Montrer que (Mn)n>1 est une martingale.

b) Montrer que (Mn)n>1 est uniformément intégrable.

c) Déduire que pour tout f absolument continue il existe g ∈L1(Ω) telle que

f(x) = f(0) +

∫
0

x

g(y)dy .

1


