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Arrét optimal

1 Rappels sur les processus et sur les temps d’arrét

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et F = {F,, },>1 une filtration (c-a-d une famille croissante
des sous-tribus de A). La filtration détermine ce qu’on sait et ce qu’'on n sait pas & un instant
de temps donné: tout événement A € F, est déterminé au temps n. Un processus (X,)n>1 est
dit adapté ssi X,, € F,, pour tout n € N. Il est prévisible si X7 est constante et X,, € F,,_1 pour
tout n > 1. Il est intégrable si X,, € L}(Q) pour tout n. Il est une martingale (sur/sous) si il est
intégrable et X, =E[X,11|F,] (=,<) pour tout n > 1.

L’espérance conditionnelle d’une v.a. F intégrable par rapport & une tribu G est une v.a.
intégrable E[F|G] telle que E[G F] =E[GE[F|G]] pour tout v.a. bornée F qui est G—mesurable.

Un temps d’arrét T est une v.a. T:Q — N telle que les événements {T'=k} sont Fjr—mesura-
bles pour tout k£ € IN. Cette condition équivaut a demander que {T' < k} € Fj pour tout k € N.
Quelques propriétés des temps d’arrét: {T' >k} € Fi, {T >k} € Fr—1,s1 T, S sont t.a. alors T A
S=min (T, S) et TAS=max(T,S) sont t.a. ((T'AS)(w)=min (T (w),S(w))).

La tribu Fr engendrée par le temps d’arrét T est la plus petite tribu qui contient les événe-
ments A € A tels que {T'<k}NA€EF; pour tout k€N, i.e.

Fr=c(Ac A: {T<k}NA:keN,AeF)

Une fonction G' est Fr—mesurable ssi GIr—_j) est Fp—mesurable pour tout k¥ € N. C’est une
caractérisation équivalente des fonctions Fr—mesurables. Pour le prouver on note que il est vrai
pour les fonction caractéristiques G = Ip ot B € Fr et que on peut approcher n’importe quelle
fonction Fr mesurable par des combinaison linéaires des fonctions caractéristiques. Si on note
Gr = Gl{r—yy alors on a que (Gg)r>1 est un processus adapté et que G=Gr. Donc toute fonc-
tion G € Fr peut étre écrite comme la valeur au temps 7' d’un processus adapté (Gg)r>1.

Si (Xp)n>1 est un processus adapté alors le processus arrété en T X, = Xpar est adapté et
X est Fr—mesurable. Si (My,),>1 est une martingale alors (Mn)n>1 est une martingale. Si S, T
sont deux t.a. alors on dit que S<T si S(w) <T(w) presque siirement.

Si S, T sont deux t.a. tels que S < 7T alors Fg C Fp. Preuve: La tribu Fg est engendrée par
les événements A € A tels que {S <k} N A€ Fi. Mais alors si A€ Fgonaque {T<k}NA=
{SKT<kINA={T<k}N{S<k}NA)eFycar {T <k} eFyet {S<k}NAeF; par hypo-
these. Donc tous les générateurs A de Fg sont aussi générateurs de Fr et donc Fg C Fr.

Lemme 1. Siles t.a. sont bornées et (My)n>1 est une martingale, alors
E[Mr|Fs]=Ms. (1)

Démonstration. Soit N € N tel que S < T < N par 'hypothése de borninude des t.a. On
montre d’abord que E[My|Fr] = Mp. Par la définition d’espérance conditionnelle on doit mon-
trer que E[My G] = E[Mr G] pour toute fonction bornée G qui est Fpr—mesurable. On a que
G]I{T:n} € F, et que

N N

EMyG) =Y EMyGlir—pn]=> E[E[My|F] Glir—n)]
n=1 n=1

N N
=Y EM,GLir—p)] =Y E[MrGlLir—n)] =E[MrG].
n=1

Maintenant on a que E[Mr|Fs] =E[E[My|Fr||Fs] =E[My|Fs] = Mg car Fs C Fr. O
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Remarque 2. Une propriétés analogues sont vraie pour les sous/sur—martingales. Soit (X,)n>1
une sous-martingale, alors il existe toujours une martingale (M,,),>1 et un processus prévisible
croissante (A,)n>1 (le. A, € Fr_1 et Aypq1 > A,) tels que X, = M,, + A,,. En effet si M doit
étre une martingale on a que

Xn - An: Mn:E[Mn+1|fn] :E[XnJrl - An+1|fn] :]E[Xn+1|fn] - An+1

et donc il suffit définir A par A1 =0 et A,+1— A =E[X,+1|Fn] — X, = 0 pour tout n>1. Alors
si X est une sous-martingales avec décomposition X,, = M,, + A,, on a que

E[XT|.7:5] = E[MT|.7:5] + E[AT|]'—5] =Mg+ E[AT|.7:5] > Mg+ E[As|f5] =Ms+ As=Xg
car Ap > Ag par la croissance de (Ay,)n>1 et le fait que 7> S.

Remarque 3. Si F' est une v.a. intégrable alors F,, = E[F|F,] est une martingale. Donc le
lemme précédent donne que E[F|Fg] = Fgs pour tout t.a. bornée S. Donc on peut calculer
I’espérance conditionnelle par rapport a la tribu Fg en prenant la valeur au temps n = S de
Pespérance conditionnelle calculé par rapport a F,.

2 Arrét optimal en horizon fini

On considére un processus adapté (Y, )n>1 et on se pose le probléme d’optimiser la valeur E[Y7]
parmi tous les temps d’arrét T (pour la filtration F). L’interprétation est que Yy, (w) est le gain
qu’on obtient si on décide de s’arréter au temps n et qu’on cherche & optimiser le gain moyen
attendu en fonction de la régle d’arrét que on se donne (que est la seule chose raisonnable au
temps initial, i.e. sans connaitre au préalable I’évolution du systéme). On retient seulement les
régles d’arrét T: Q — R qui sont telles que {T'=n} € F,, c-a-d pour lesquelles on sait dire si il
faut s’arréter au temps n seulement en fonction de 1’histoire observée jusqu’a ce moment-la.

On considére d’abord le probléme en horizon fini, i.e. on se donne N € N fixé, on appelle Ty
I’ensemble des temps d’arrét bornés par N et on optimise parmi tous les t.a. T € 7n. Soit
Jn = suprer E[Yr] le gain moyen optimal. On appelle T* < N temps d’arrét optimal si
E[Yr«] =JN.

Notation: L’infimum tronqué infy A pour un ensemble A C R est donné par infyA =inf A si
A#@ et infy0=N.

La solution du probléme d’arrét optimal (comme de la plus part des problémes d’optimisa-
tion) passe par la détermination d’une fonction valeur Z, associé aux différent choix qui sont
encore disponibles au temps n. La fonction valeur représente le gain sur lequel on peut espérer
en fonction de tous 'information que j’ai accumulé jusqu’au temps n, i.e. de F,. Elle doit satis-
faire les propriétés suivantes:

—  Zy € Fp : elle est un processus adapté. On doit étre capable de la déterminer seulement
en fonction des informations disponibles au temps n.
— Zp>=Y,:au temps n ce que j'espére gagner ne peut pas étre inférieur & ce que je peux
gagner en m’arrétant tout de suite a n.
—  Zn 2 E[Z,4+1|F,] : ma position a une valeur qui n’est pas inférieure a ce que jespére
gagner en moyenne a I’étape suivante (étant donné que je connais déja F,) .
En effet a chaque étape j’ai deux choix (m’arréter ou continuer) sauf au temps final N ou je dois
forcement m’arréter et donc gagner Y. On défini donc la fonction valeur par

Zn=Yy, Zp=sup (Ya,E[Z,+1]|F.]) pourl<n<N (2)

Elle est une sur-martingale qui majore Y. En effet on va montrer qu’elle est I’enveloppe de Snell
de Y, i.e. la plus petite sur-martingale @ tel que @, >Y,, pour tout 0<n < N.

Théoréme 4. Soit (Y,)n>1 un processus adapté tel que E|Y,| < copour tout n > 1. On défini
Zy, par Ueq. (12) et un t.a. T* =inf {k < N: Yy, = Zy}. Alors la suite (Zyar+)n>1 est une martin-
gale et

E[Z)] = E[Z7-] = E[Yy:] = Jy.
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Le t.a. T™ est optimal et Z est ’enveloppe de Snell de Y.

Remarque 5. On utilisera souvent des écritures du genre T* =inf {k < N: Y}, = Z;.} pour définir
des temps d’arrét. Ils sont abrégées pour T*(w) = inf {k < N: Yi(w) = Zi(w)}. Exercice: montrer
que il s’agit bien d’un temps d’arrét.

Démonstration. Par définition Z,, > E[Z, 11|F,] et Z, > Y,,. Sur 'événement {T* > n} on a
Zn = E[Z4+1|Fn] done le processus Zy = Znnrs est une martingale par rapport a (Fr)n>1- En
effet E[1aZ41)a1+] = E[laZnar+] pour tout A € F,,. Donc si on considere les deux temps
darréet n A T* et T* on a n A T* < T* et E[Zr|Farrs] = Znar+ qui équivaut a dire
E[Zr+|Furr+] = Znar+ En prenant espérance on a, pour tout t.a. T < N:

E[YT] <(1) E[ZT] <(2) E[Zl] =(3) E[ZT*] =(4) E[YT*]

ou l'inégalité (1) est donne par la propriété que Y,, < Z, pour tout n et donc pour tout t.a.
T< N, l'inégalité (2) est la propriété de sur-martingale de Z,, par rapport au t.a. T, 'égalité (3)
est donne par la propriété de martingale du processus arrété Z, et enfin légalité (4) est du au
fait que Yy« = Zp« par définition de T*. Cela étant vrai pour n’importe quelle t.a. T < N on a
que E[Yr.] = Jx et donc que T* est un t.a. optimal pour Y. Le gain optimal est donné par Jy =
E[Z]. On va montrer que Z est ’enveloppe de Snell de Y: en effet soit @ un autre sur-martin-
gale qui domine Y: au temps final on a Qn > Yy = Zy. De plus si on a Q,, > Z,, pour tout N >
n>k alors Qi = E[Qr+1|Fk] = E[Zk+1|Fk] et Qr = Yk, donc on a aussi Qr > Zi et on a établi la
domination aussi a 'instant k. Par induction (rétrograde) on a domination a tout temps 1 <k <
N et donc Z est effectivement la plus petite des sur-martingales qui dominent Y. On peut con-
clure que le gain optimal est donné par I’espérance en 1 de ’enveloppe de Snell de Y. 0

Corollaire 6. Le t.a. T* est le plus petit t.a. optimal: si S est un autre t.a. optimal alors T* <
S presque sdrement.

Démonstration. Supposons que P(7T* > S) > 0. Alors pour w € Q tel que T*(w) > S(w) on a
que Ys(w) < Zg(w) car T*(w) est le premier k ou on a I’égalité Yi(w) = Zi(w). Comme 1'événe-
ment {T* > S} a une probabilité positive on obtient que E[Ys] < E[Zg] strictement. Mais par la
propriété de sur-martingale de Z on en déduit que E[Ys] < E[Zg] < E[Z;] = Jn et cela est en
contradiction avec I'hypothése que S est optimal (i.e. E[Ys] =suprE[Y7]=Jn). O

Remarque 7. Si F' est une v.a. positive (=0) et ’événement {F > 0} a probabilité strictement
positive, alors IE[F] > 0. En effet si P(F > 0) > 0 alors P(F > ¢) > 0 pour ¢ > 0 suffisamment
petit (pourquoi?). Et donc E[F] > E[Flps.] 2 Elelps.] >ecP(F >¢)>0.

Remarque 8. On observe qu’une définition équivalente de T est
T = mf{k g N: Yk Z E[Zk+1|fk] }

Corollaire 9. Le temps d’arrét T* = inf {k < N: Y} > E[Zy11|Fx]} est le plus grand temps
d’arrét optimal: si S est un t.a. optimal alors S <T*? p.s..

Démonstration. Supposons que P(T*% < S) > 0. On remarque que Z,, = Zyn(T#41) €St une mar-
tingale (en effet si n < T¥ alors Y, <IE[Z,, 11]|Fy] et donc Z,, = E[Z,, 11| F,]). D'une part on a que
E[Zs|Fs] = Zs par la martingalité de Z. On remarque aussi que {T%> S} € Fs et donc que

Yslpeisg< Zslpeyg= ZSHT”}S:]E[ZT”HT“2S|‘7:S] =E[Zps L 5| Fs)- (3)

D’autre part, si on pose Zy41 = Zn alors (Zp)p=1,.. N+1 est encore une sur-martingale et donc
on a que E[Zgy(rt41)|Freyp1] < Zpsyq (inégalité de sur-martingale avec les deux t.a. T8+ 1<
SV (T*4+1)< N +1). Pour le fait que {T% < S} € Fr: et que Ys< Zs :

EYsIrics] SE[Zslrics]=E[Zgy i1y Irscs] =E[E[Zgy iy Frosi] Irics] (4)
<]E[ZT11+1 IIT’i<s] = E[E[ZT’UA |]'—Tﬁ] HT”<S] < ]E[YTjj IIT’i<s] < IE[ZTjj IIT’i<S]
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otl on a utilisé aussi le fait que par la définition de T% on a Yz > E[Zps 1| Frs]. L'eq. (3) et leq.
(d) donnent que

E[YS] = E[YS HT“ZS] + E[YS HT“<S] < E[ZTﬁ HT“ZS] + E[ZTﬁ HT“<S] == E[ZTn] == E[YTﬁ]
qui est en contradiction avec I’hypothése d’optimalité de S. (]

Remarque 10. Il sera utile de donner une preuve détaille du fait que Yp: > E[Zp: | Fre].
Commencer par montrer que si F' est une v.a. intégrable et T' est un t.a. alors E[F|Fr|lpr—, =
E[F|Fp|lr=p=E[FIp_,|F,]. De suite écrire Y= 22;1 Y, Iri_,, et conclure.

2.1 Problémes avec structure markovienne

Dans cette section on considére des problémes d’arrét optimal (horizon fini) pour lesquels le pro-
cessus des gains Y est une fonction connue d’une chaine de Markov X pour la filtration F. On
montre que pour cette classe de problémes la fonction valeur Z a une forme simple.

Un processus de Markov X pour la filtration F et a valeurs dans ’espace dénombrable S est
un processus adapté (X,)n=1,2, . tel que X,,:Q— S et que

IP(XnJrl:zu'—n):P(Xn+1:z|Xn):Pn(Xnaz) VeeS,nz>1

ou P, est le noyau de transition du processus de Markov au temps n P,(z, y) = P(X,11 =
y|Xn=1) qui vérifie 37 ¢ Pn(x,y)=1 pour tout z €S et n>1. Si Py(x,y) = P(z,y) indépen-
damment de n on dit que le processus de Markov est homogéne. P, est aussi appelé matrice de
transition.

Exemple 11. Dans le probléme de la princesse la suite (Xp)p=1,. .~ est un processus de
Markov avec espace d’états S={1,..., N} et noyau de transition donné par

1
Puz,y) =P(Xpy1=y|Xn=2)=P(Xni1=y) :n—HLgygnH

par indépendance des X,. On remarque que ce n’est par un processus homogéne en temps.

Exemple 12. Dans le probléme de Moser si on fait 'hypothése que la loi des X, est a valeurs
dans 'espace dénombrable S on a que les X, constituent un processus de Markov avec matrice
de transition homogéne P(z,y)=7(y) ou 7(y) =P(X1=1y).

Soit X un processus de Markov pour la filtration F et le processus des gains soit de la forme
Y., = on(X,) pour une famille de fonctions {¢,: S = R:n =1, ..., N}. Considérons le probléme
d’arrét optimal associé. Par induction on montre que Z, € 0(X,,) i.e. qu'il existent des fonctions
Vi S — R telles que Z,, =V,(X,,). En effet Zny =Yy = on(Xn) € 0(Xn) donc on peut prendre
Vn(z) = ¢n(x). Si on suppose que Zp+1=Vyp+1(Xpnt1) €E0(Xpt1) alors on a que E[Z, 1| F,] =
E[Vo+1(Xn11)|Fn] = E[Vi+1(Xn+1)|X»] par la propriété de Markov et donc que Z, = sup (Y5,
E[Z,+1|Fn]) = sup (pn(Xn), E[Vot1(Xn+1)|Xn]) = V(X)) pour une fonction V,,. Cela conclut
I’argument d’induction.

En utilisant la matrice de transition on peut écrire que

EVoi1(Xnt)IXn] = > Va1 (y) Pa(Xn, y) = PaVi1(X)
yeS
ol on a utilisé la notation Py(x) = Dyes Pz, y)y(y).

Les fonctions V), sont données par l'itération suivante:
Vn(x)=¢n(z) et Vio(z) =sup (on(x), P Vh1(x)) pourl <n < N.

La régle d’arrét T devient T* = inf {n < N: pn(X,) = Vo(Xn)} = inf {n < N: (X)) >
P, Vo+1(Xy,)}. Donc si on défini les ensembles D, = {z € S: pn(z) = Vo(z)} = {z € St pn(z) >
P,V,11(z)} on a que T*=inf {n < N: X,, € D, }: le premier temps ou X,, entre dans le domaine
D,, (qui change lui aussi avec le temps).
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Supposons que la suite X soit donnée par des v.a. indépendantes. Dans ce cas la matrice de
transition est P,(z, y) = mn(y) ot mp(y) = P(X,, = y) est la loi de X,,. On voit que P, (z) n
dépend pas de x et Ppp(z) = 35 5 ¥(y)mn(y) = E[¢(X,)]. La fonction valeur est Vi(x ) =
sup (pn(z), E[Vh+1(Xn+1)]). Si on note ¢, =E[V,

en=Elpn(XN)],  cn=E[sup (pn(Xn), cn+1)]

et T* =inf {n < N: pn(X,) > cn+1}. Le probléme de la détermination de la fonction valeur est
donc ramené au calcul des constantes ¢, qui dépendent seulement des ¢, et des lois des X,,. Le
gain moyen optimal est donné par ¢; =E[Z;].

(X)) alors

2.2 Problémes monotones

Définition 13. On défini la régle d’anticipation o une étape (1-step lookahead rule ou 1-sla)
pour le probléme avec horizon N en étant donnée par le temps d’arrét

Tigla= i%f {n< N:Y, 2 E[Y,+1|F.]}

Autrement dit la régle 1-sla demande de s’arréter a n si n est le premier temps ou le gain Y;, est
supérieur ou égale au gain moyen qu’'on peut réaliser en s’arrétant & la prochaine étape. On
s’arréte a N si Y, < E[Y;,41|F,] pour tout n € [1, N —1].

I:emme 14. On a que Ty, <T7* et donc par le Corollaire 6 que Tiga < Tpour tout t.a. optimal
T.

Démonstration. Pour tout n < N on a que E[Y,411|F,] < E[Z,41|F,). Alors Y, <
E[Yn11|Fn) < E[Z,41|Fn) pour tout n < Tig, ce que implique que Thg, < T O

Le lemme dit que si la régle 1-sla demande de continuer alors il est optimale de le faire (car
n’importe quelle régle d’arrét optimale demande aussi de continuer).

Définition 15. Le probleme d’arrét est dit monotone ssi Ay C Ay C A3 C --- C An_1 presque
strement ou Ay est l’événement Ap,={Y, 2 E[Y,11|Fn]} € Fn.

Théoréme 16. La régle 1-sla est optimale pour tout probléme monotone d’horizon fini.

Démonstration. Il suffit de montrer que Tig, =7T*. On sait déja que Tig. < T*. Pour conclure
il nous reste a établir que Tig, > T™* p.s.. Sur 'événement {T1q, =k} on a que Ay est vérifie. En
conséquence, pour la monotonie du probléme, on a que tout A, pour k <n <N — 1 sont vérifies.
Mais cela entraine que

AN 1= YN 1 Z2E[YN|FN-1]|=E[ZN|FN-1]=ZN-1=YN_1

par Ay_son a que Yy_o 2> E[Yy_1|Fy_o] =E[Zn_1|FN-2] = Zny_2=Yn_2 et aussi de suite
jusqu’au prouver que Y = Zj et donc que T* < k = Tiq, car T* est le premier temps n ou ’'éga-
lité Y,, = Z, est vérifie. Donc on a montré que nécessairement T* < Tiq, et donc que T* =
Tlsla~ O



