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1 Le processus de Poisson

1 Processus de renouvellement et de comptage

Un processus de renouvellement est une suite croissante (7),)nen de v.a.s telles que les
temps inter-arrivée (1, =Ty, — T—1 > 0)p>1 forment une famille iid de v.a. positives. Un
processus de renouvellement décrit les temps dans lesquels certains événements aléatoires
se produisent: arrivée de clients & un magasin, appels téléphoniques & un standard, temps
de replacement de materiel défectueux (des ampoules par exemple), arrivées des demandes
de remboursement & un institut d’assurance, tremblements de terre, accidents de voiture,
decadiments radioactives, etc...

Associée & un processus de renouvellement donné il y a le correspondent processus de
comptage (Ni)ier, qui compte le nombre d’événements jusqu’a I'instant ¢ € Ry

NtZ#{n>01Tn<t}=Z Ir, <t (1)

n>0

Un processus de comptage est donc une famille de v.a. (IVy);cr, a valeurs dans N et indexé
par la demi-droite réelle Ry = [0, +00[. C’est un exemple (avec le mouvement Brownien)
de processus aléatoire & temps continu.

Remarque 1. La loi d’un processus a temps continu (X;);cr est donnée par la collection
des lois des tous les n-uplets (X¢,, ..., Xz,) pour tout n >1 et toute choix (t; € I)i=1,.. n.

Définition 2. Un processus continu (X¢)teRr est continu a droite sst Xp =limg_t 1<s Xs=
Xt pour tout t € R presque sirement. Il admet limite a gauche st Xy = limg_; o<t X

pour tout t € R existe p.s. . Il est a accroissement indépendants si pour tout n >0 et tout
b1 <<ty les voa. (Xyy— Xy, ooy Xo,, — Xy, ) sont indépendantes. Il est a accroissements
stationnaires si pour tout t < s et h > 0 la loi de Xy — X, est la méme que la loi de
Xivn— Xsyn

Définition 3. Un processus de comptage (Ni)i>0 est un processus a temps continu et a
valeurs dans NU{+oc}, croissant, continu a droite (cad) avec Ny=0.

Donné un processus de comptage on peut definir les temps aléatoires
T,=if{t=>0: N, >n}

(avec la convention que inf @ = +00). Cest la suite de temps de saut de (IV¢):>0, elle est
une suite croissante avec Tp =0, 77 >0 (consequence de la continuité & droite, exercice).

2 Le processus de Poisson

Si (Th)n>0 est le processus de renouvellement avec des temps d’interarrivée de loi expo-
nentielle de paramétre A > 0 alors le processus de comptage correspondant est appelé un
processus de Poisson (PP).
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On rappelle les propriétés suivantes de la loi exponentielle:

1. La loi de la somme de n v.a. £(A) indépendantes est la loi I'(n, \). La densité de
la loi Gamma I'(«, 3) de paramétres o >0, > 0 est donnée par

B a1, pa
fl‘(a,ﬁ)(x):r(a)x le=h I>o0.

2. Absence de mémoire: si X ~E(A) alors
P(X>t+h|X>t)=P(X >h)=e
pour tout £, h > 0.

Théoréme 4. Si T est une v.a. positive telle que P(T'>t+h|T >t)=P(T > h) alors, il
existe A >0 tel que T'~E(N)

Démonstration. Soit g(t)=P(T >t). On a que g(t+s)/g(t) = g(s). Donc g(k) = g(1)*
pour tout k € N. g(k) = g(k/p)? et g(k/p) = g(1)*/P. Par densité et continuité (a droite)
de g: g(x) = g(1)” pour tout z > 0. On doit avoir 0 < g(1) <1 car si g(1) =0 alors T=0
et si g(1)=1 alors T'=+4o00. Alors, avec A= —log g(1) >0 on a que g(t) =e . O

On a que la loi de T}, est donnée par

Al 1,—At
an(t) = (n — 1)!tn7 e IIt>0
et que
+o0 )\nfl n—1 ()\t)k
> — n—1,-AtJ4 — —At >0.
P(T,>t) /0 o1t 1)!25 e "dt ];0 wC t>0

Mais alors il est facile de voir que

P(N;2n)=P(T,<t)=1-> 5 e M
k=0
avec P(NV; >0) =1. Ce qu’implique que

P(Ni=n)=P(N;=>n)—-P(N;=n+1)= (Ant,) e M

pour tout n > 0. La loi de N; est donc une loi de Poisson de paramétre At pour tout ¢ >0
(avec la convention qu’une loi de Poisson de paramétre 0 est la loi d’une v.a. constante et
egale & 0).

La densité jointe de (71, ...,T,) est donnée par

f(T17...7Tn)(tla s tn) = )\ne_)‘t"H0<t1<t2<---<tn
Calculons

1,—X
P(Li<s<Ti+1 <Ti4px <t <Tjypy1) = / Ntkt+le TR ) ey <y <o <o AT 1A g 1
A

o0 A={(T1y ey Pighg1): 1 <2< <1< S <7141 <+ < T4k <t <Ti4k+1}. Mais alors un
calcul direct donne
) (A= 9!

N l! k!

ce qu’implique

o k
P(Ny= 1+ k[ Ny =1) = P(Thk <t < TigpalTi < s < Tppy) = e N0 AL
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On veut maintenant montrer que la méme propriété est vraie pour un nombre arbitraire
d’increments. Soit 0 <t <o < --- <tpy1 des temps et k; <--- < ky41 une suite croissante
d’entiers.

L’evenement {Ny, = ki, ..., Ny
n+1} et

ni1 = knt1} est equivalent a {1y, <t; <Tp,11:0=1, ...,

]P(Ntn-H = kn+1|Ntn = k‘n, ceey Ntl = k‘l) = IP(Tkn+1 g tn+1 g Tkn+1+1|Tki g tz g Tki+1 = 1, ceey
par un calcul analogue au precedent on a que
P(Thyyr <tnt1 <Thp 41| Th <t <Thyp1:1=1,...,n)

CP(Tyy <1 STy 41 S Thy <t2 < Ty 1 <o < Ty St KTy 41)
P(Th, <t1 < Thy11 STy <to < Ty <o < T, <ty < T 41)

Mos1 []1 (A(tigr —t)) 17
e” "+t Lli=0

_ (kg1 — ki)! _ o AMtnt1—tn) kni1—k
= =e n n )\ t —t n+ n
e N -1 At i) Altns1=tn))

=0 (kit1—k:)!

Et donc

l
P(Nt,+n— Ne,, =1 Ne, = kn, ..., Nty = k1) :e*’\ho\l—?):lP(Nh:l)
qui montre que les increments du processus de Poisson sont stationnaires et ne dependent
pas du passé.
Les observations precedentes nous permettent de donner une nouvelle definition du
processus de Poisson, equivalente a celle de processus de comptage pour le processus de
renouvellement avec intertemps exponentiels.

Définition 5. Un processus de Poisson d’intensité A >0 est un processus de comptage a
accroissements indépendantes et stationnaires (PAILS) tel que

Pour montrer I’equivalente, il nous reste & montrer que les temps d’accroissement d’un tel
processus de comptage forment un processus de renouvellement avec intertemps exponen-
tiels. Calculons la densité de (77, ..., Ty,):

Pour 51 < s9<--- < s, On a que

]P(Tl S [81, S1+ hl[, e In € [Sn, Sn + hn[)

= I
fer,.. 1) (81,05 8n) hl,...l,%}ﬁo hy-ho,
ou
]P(Tl S [81, s1+ hl[, eIy € [Sn, Sp+ hn[)
=P(Ns;=0,Ng,4n,=1,Ns,=1,...; Ngyt-h, =2, ..., Ng +n, =n+1)
n—1
—e—As1 )\hle_)\hIH e—A(SiH—Si—hi))\hHle—)\hiH_
i=1
Donc

f(T1,...,Tn)($1, ooy Sp) = e~ Asn\n

Pour les autres valeurs de (s1,...,5,) on a firy . 7,)(51,-.., 8n) =0 de sorte que

_ A
S, ) (815 80) =AM o< gy < <,
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D’ici est facile voir que le vecteur (71, ..., 7,) est iid de loi E(A).

3 Propriétés du processus de Poisson

Théoréme 6. (Loi des grandes nombres) Soit (Ni)i>0 un processus de Poisson d’intensité

A, alors

lim &:)\ P.S.

t— 400

Démonstration. (lére methode) On écrit

Ny,

ln
— == N — Ni_1].
- n};[k k—1]

Par l'indépendance et la stationnarité des increments la suite (N — Ni—1)k>1 est iid de
loi P(A). Donc par la loi forte des grandes nombres pour les suites iid on a que

N,/n—E[Ni]=\.
Or le processus (N¢)>0 est croissante, donc

Ny < NiJ <M Nitj+1 < Nitj41
HE t t [t]

mais maintenant N, /(n+1) — X et aussi N,41/n— X et donc N¢/t— A. O

Démonstration. (2éme methode) Par la loi forte des grandes nombres pour les v.a. iid:

T, 1w 1
n_ - Eln~]l==
n nkz:1 7= B[n] A

Mais Yhh$§t<gfhh+1,donc
TN, < t < TN, +1 < ITn41 N+l

Ny "Ny Ny T Ne+1 N

Le processus N; est croissante, donc Nio = limy—, oo /V; existe p.s.. Maintenant il est
impossible que Ny, < +00 car sinon on obtiens que +oo < T, 41 mais T} < +00 pour
tout k> 1. Alors Ni. =00 et donc on obtiens que
lim i = l
t4++ooAAQ A
O

Soit (Ft)i>0 la filtration naturelle du processus (N¢)¢>o, c-a-d Fy = o(Ng: s € [0, t]).
Soit Fip =NsxtFs et Fro=0(Fs:5<t)=0(Ns:0<s<t). On remarque (sans donner de
preuve) que Fy=Fiy et Fr_#+ F;. Cela, intuitivement veut dire qu’on ne peut pas prevoir
les instants de saut de N.

Théoréme 7. (Propriété de Markov) On a que, pout toute fonction f:IR — R mesurable
et bornée

E[f(Nt+h)|]:t] = (th)(Nt)

avec

QS @) =Elf(a+ N =Y S+ kO

k>0
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Démonstration. Il suffit montrer que

E[f(Nt+n) 9(Ntys s Ne,)| = E[(Qnf) (Ne) g(Npy, ooy N, )]

pour tout sequence 0 <t < --- < t, <t car GEF; et positive est une limite croissante de
fonctions de cette forme. Mais alors

E[f(Nt-l-h) g(Ntv ceey Ntn)] :E[E[f(Nt-f—h - Nt+Nt)|NtaNt1a sy Ntn] g(NtI’ sy Ntn)]
et
E[f(NtJrh - Nt+Nt)|Nta Ntl’ [EE) Ntn] = QD(Nt)

o p(z)=E[f(Nirn— Nt + )] car la v.a. Nyyp — Ny est indépendante de (Ny,, ..., Ny, , Ni).
Par stationnarité ¢(x) =E[f(N},+z)] = Qnf(z). O

Exercice 1. Montrer que QrQ,f = Q,4nf pour tout h,r > 0.

Théoréme 8. (Somme de PP) La somme de deux processus de Poisson NO N inde-
pendants d’intensités respectives \1 et Ay est un processus de Poisson d’intensité A1+ Ao.

Démonstration. Le processus Ny;= Nt(l) + Nt(Q) est & increments indépendants et station-
naires et la loi de Ny est P((A1+ A2)t) étant la somme de deux lois de Poisson de paramétres
At et Aot. O

Soit (X1, ..., Xp) un n-uplet de v.a. réelles. On note (X(y), ..., X(,)) les statistiques
d’ordre des (X7, ..., X;), c-a-d la suite des valeurs de Xj, ..., X,, ordonnées de fagon
croissante: X (1) < X(g) < X(3) <+ < Xy et { Xy }i=1,....n={Xi}i=1,..n:

Un vecteur aléatoire (X, ..., X;,) est échangeable ssi (X1, ..., Xpn) ~ (Xo(1); -y Xo(n))
pour tout o € S,, (permutations de n objects). Un vecteur iid est toujours échangeable. La
densité d’un vecteur échangeable est une fonction symétrique de ses arguments.

Théoréme 9. Soit (X1, ..., X,) un wvecteur aléatoire échangeable de densité
J(x1, X)) (T1, -0y Tn) alors le vecteur des statistiques d’ordre (X (1), ..., X(n)) a densité

f(X(l),,X(n))(xlﬂ R xn) = n' f(Xl,...,Xn)(xlﬂ e xn) I[l‘1<$2<“-<l‘n .

Démonstration. On remarque d’abord que pour tout (1, ...,2,) € R"™ tel que z;# x; pour
tout 1 <i < j<n il existe une seule permutation o € Sy, telle que (1) < Tg2) <+ < Tg(p)
et en particulier que

Lata;1<i<i<n}t = Z H%(1)<%(2)<"'<J»‘o(n)'
. gES,
Maintenant "

IE[Lp(X(l), vers X(n))] =/ gp(a:(l), oo x(n))f(XL---,Xn)(xl’ cees xn)dxl...dxn

n

Z/ P(T(1)s oy T(n)) f(X0, X)) (@1 s Tn) i 1 <i< cnyd @1 -d Ty,
= Z / Qo(x(l)a ceey x(n))f(X17...7Xn)(x1a sy $n)1[xa(1)<$0(2)<~~-<$0(n)dx1"'dxn
mais sur 'ensemble {7,(1) <-- <Zy(,)} On a que exactement x ;) =1, ;) pour tout i=1,...,n:

= Z / @(xa(l)a ceey xa(n))f(Xl,...,Xn)(xla ceey xn)ﬂxo(1)<xa(2)<---<xo(n)dx1"'dxn
oc€S, "
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changement de variables y; = ;) ( Ti=1,1 (i))
B Z / Py y")f(xlv---vXn)(ya‘l(l)’ ) yU_l(n))I[y1<y2<---<yndy1"'dyn
geS,

par echangeabilité

_Z / yla ayn)f(Xl, L X )(yl, '>yn)ﬂy1<yz<~-~<yndy1“-dyn
oES,

comme rien plus depends de la permutation o on peut calculer la somme et obtenir

:n!/ oy, ..., yn)f(Xl,...,Xn)(yh ey y")Hy1<y2<---<yndy1---dyn

ce qu'implique que la densité des statistiques d’ordre est

f(X(1)77X(n))(x1’ e $n) :n' f(X17...7Xn)(x17 e fn)l[ar1<---<xn-
(]

Théoréme 10. (Statistiques d’ordre) Conditionnellement a l’evenement {N; = n} le
vecteur aléatoire (11, ..., T,) a la méme loi des statistiques d’ordre (U, ..., Uy)) d'un n-
uplet (Uy,...,U,) de v.a. iid uniformes sur [0,t].

Démonstration. Calculons la loi de (77, ..., T),) conditionnellement & {N; = n}: soit
(S1,...y8n) €R et hq,..., h, des quantités positives et petites: la probabilité

P(Ty <81y, T < Spy Ne=mn)

F(s1y..ey8p) =P(T1 < 81,0y T < 8p|Ne=n) = BN, =n)

_IP(Tl < S1, ,Tn < Sn, Tn< t< Tn+1)
B (At)r/nle=*

est donnée par

n|e)\t Sn/\t +o0
F(Sl,..., / dtl / / dtn+1f T17 n+1)(t17---7tn+1)

n'e)\t s1 sn /At +o00 .y
:()\t)n/o dtl/o dtn/ dtn-i—l)\n‘f' e "+1Ht1<t2<"'<tn<tn+1
t

1 Sn/\t
t_” dtl/ dtht1<t2<u.<tn
0
On obtiens la densité conditionnelle fr, . 7,y n,=n(t1,-..,tn) de (T1,...,Ty) en prenant les
dérivées par rapport & sy, ..., s, de I’expression precedente:
o n!
frn, ) N=n(t1, -5 tn) ZWF(% i tn) = th0<t1< <tp<t
n

qui est précisément la densité des statistiques d’ordre d’un n-plet des v.a. uniformes sur

[0, t]:
Jrn, ) N=n(t1, s tn) =0 o<ty <<t <t fon, U (B s )
avec f(Ul,...,Un)(th cees tn) = H?Zl fz,{([o,t})(ti)- O
En particulier on a que

E[o(T(), -+ Tin)) INe= 0] =E[p(Uq), -+, Uy



MELANGE DE PROCESSUS DE P0OISSON (PROCESSUs DE COX) 7

avec U;~U([0,1]) et iid.

Exemple 11. Les employés d’'un entreprise arrivent au travail selon un processus de
Poisson d’intensité A > 0. Pour tout n > 1 soit T, le temps d’arrivée du n-éme employé. Le
temps total de travail effectuée par les employés jusqu’a l'instant ¢ est donné par

Ti=Y (t—Th)+.

E>1

On s’interesse & la moyenne de cette variable aléatoire:

ET)=E| ) (t—T+ |=E|E| > (t—Ti)+ Nt]
k>1 k>1
Or
E| Y (=T | Nei=n|=E| Y (t=Tu)|Ni=n|=E| > (t = T(r)+ Nt—n]
k>1 k=1 k=1
=E| Y (t—Uu)+ |=E (t=Up)s | =D E[(t = Ur)+] =nE[(t - U1)+]
ot k=1 k=1 k=1

Finalement on obtient E[T}] =t/2E[N;] = \t?/2.

4 Meélange de Processus de Poisson (Processus de Cox)

Du point de vue des applications (a Iactuariat, notamment), la modelisation des temps
d’arrivée par un processus de Poisson peut se reveler simpliste. Par, exemple si on s’inte-
resse aux temps d’arrivée d’accidents de voiture, la frequence moyenne d’accidents peut
differer fortement d’une persone a l’autre, dependant de l'age d’experience, de la facon
de conduire, du type de voiture. On essaye de prendre en compte cette variabilité en
introduisant une intensité aléatoire dans le modele de Poisson, c-a-d on fait dependre
I'intensité A elle méme de ’experience aléatoire w € ). Il est aussi un cas particulier d’une
classe de procesus appelés processus de Cox [Cox, D. R. (1955). "Some Statistical Methods
Connected with Series of Events". Journal of the Royal Statistical Society 17 (2): 129-164.]

Définition 12. Soit N ~PP()\) et © une v.a. strictement positive independante de N. Le
processus Ny = N est appelé un mélange de PP(X\) de loi mélangeante ©.

Un point de vue intuitif est que N est un procesus de Poisson d’intensité aléatoire
donnée par \O > 0. .
Quelques proprietes de IV:

1. Moyenne
E[N;|0] =E[Net|0]=A0t,  E[N,] =E[E[Ne:|O]] = At E[O]

2. Variance

Var(]\M@) =\Ot

Var(N;) = Var(E[N¢|©]) + E[ Var(N¢|0) ] = A2 2 Var(©) + A t E[O]
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3. Les increments ne sont pas independants:
Cov(Nt — ]\75, NS) #0
(exercice)

4. Les increments sont stationnaires
E[ f(N:— Ns) | =E[E[f(No: — Nes)|O]] = E[E[f(No:—05)| O]l = E[ f(N;—5)] .

Deux autres proprietés importantes sont liées aux statistique d’ordre des temps de saut et
a la preservation du caractere Markovien du processus.

Théoréme 13. Conditionnelement a {Nt = n} la loi des temps de saut (T4, ...,T,) est
independante de © et donnée par les statistiques d’ordre d’un n-uplet de v.a. uniformes
sur [0,].

Démonstration. Conditionellement & © le processus est de Poisson d’intensité A© donc
par les resultats sur la loi des temps de saut d’un processus de Poisson on obtient que

E[f(T1,..., T, <t<T,,,|0] =

:(A@)"H/ e Ottt £ty oty <ty A din g
0<ty <+ <tpni1

:(A@)”e—mt/ F(t1y .o ty)dty--dt, 11

0<t1< - <tn<t
Donc

E[ (T4, ..., Ta)9(0)Ig,_,,]
P(Nt = TL)

E[ f(T1,.... Tp) 9(©)| Ny =n] =

_Elf (T, Ta)g(O)lr, o<1, ]
Ellr, <t<7, 4]

E[E[f(T1, ..., Tu)lr,<t<T, 1O 9(O)]
E[HTn<t<Tn+1]

E[(A@)”e’)‘@tg(@)] n!/
= t 7...,tn dt "'dtn
E[(AOQ)7e 0 1" Jo oy cocr <t f Jdt H

]E[()\@)”e*)‘@tg(@)] n!/
— b1, ..., tp)dtge--diy
E[(AO)e 9 17 Jooy et <t It Jdbr-e-diny

__E[(A0)"e*%g(0)]
E[()\@)ned@t]

E[f(Uqy, - Umy)]

Si on pose f=1 on a aussi que
E[(A6)"e*%g(O)]
]E[()\@)"e_Aet]

E[ g(@)‘]\th:n} =
et donc
E[ f(T1, ..., Ty) 9(©)| Ny =n] =E[ g(0)|Ny=n]E[f([Uqy, ..., Un))]

ce qui montre l'independance conditionelle de © et (11, ..., T,,) sachant {Nt = n} et qui
donne que conditionellement & cet evenement la loi de (77, ..., T},) est celle de (U(yy,...,Unp))
avec (U, ...,Uy) un n-uple iid uniforme sur [0, ¢].
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CorollaiNre 14. Soit 0 <t1 <+ <ty des temps alors la loi de (Ntl, e Ntn) conditionelle-
ment a Ny, =m ne depends pas de la loi de © ou de \ et elle est egale a la méme lot pour
n’importe quel autre processus de Poisson d’intensité arbitraire pu > 0.

Démonstration. Calculons ]P(Ntl =kq, ..., Ntn = kn): par le resultat precedent la loi de

(Th, ..., Ty,) conditionellement & {Ntn = k:n} a la méme loi des premiers k, temps de saut
d’un processus de Poisson d’intensité p >0 (en effet la loi ne depends pas de 'intensité),
donc:

P(Niy=kiyooos Noy = k| Ny = kin ) = P( Ty <1 < Ty 1500y Ty Stnm1 < Ty 11| Ve, = hin )

=IP(Ny, =k, ..., Nt,, = kn| N, = kn)
(]

Cette derniere proprieté est la clé pour demontrer la proprieté de Markov de (Nt) 30"

Théoréme 15. (Nt) est un processus de Markov par rapport a sa filtration naturelle.

>0

Démonstration. Donc

]P(Nt _ kn+1’]\~ft1: kl, - Nt _ k’n) _ IP(Ntn-H = kn-ﬁ-laNtl = kla sy Ntn: kn)

n

n+1

Ly Ney =kn| Nty o1 = knt1
1y eees Nty =kn—1| Ny, = kn

IP( tnt1 — kn"’l)
P(Ny, = k)

~— |~ ~_— [ —
)
—~
Z
|
=
3
~—

Niy=Fki,..; Nt = kn|Niy oy = kint1
Ny, =k, ..., Ny, = kn_1| Ny, = kn,

PNy =k, ooy Now =k New oy = k1) P(Ney oy =kng1)  P(Ny, = k)

P(Ntlzkla"'7Ntn71:kn717Ntn:kn) P(Ntn:kn) P(Ntn+1:kn+l)

P(Ni, . =knt1) P(Ny, = k)
P(Ntn:kn) ]P(Ntn+1:kn+1)

—P(Ni,,, = knt1|Ney=ki, ..., Niy, = k)

P(Nth = kn+1) P (N, = kn)

( tn+1 +1‘ in ) P(Ntn:kn) P(Ntn+1:kn+1)

qui montre que (ki,...,kny1)+— IP(]\?,gn+1 = k:n+1|]\~7t1 =ki,..., Ntn = k‘n) est une fonction des
seules variables k,, k11 ce qui implique facilement que

P(Ne, .y =kns1| Ny =K1y ooy Ny =k ) =P(Ny, = kg1 | Ny, = i)
cela implique que pour tout ¢ < -+ <t,=s<t on a que
E[ £(N)g(Noy, oo, Ni, )| = B[E[ £(N)[Nbys .o Mo 1g(Noy, oo N2 ]
=E[E[/(¥)|N0,)g(Noys - No,) ] = B[B] (NN, (N ., Wy,

mais comme toute fonction positive bornée et mesurable par rapport a F peut s’approcher
de fagon monotone par des fonction de la forme g(Ntl, e Ntn) on obtiens que

E[f(N:) G] =E[E[f(N:)|N]G]
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pour tout G bornée et Fs-mesurable et donc que E[f(Nt)]fs] = IE[f(Nt)\]\NTSL c-a-d la
proprieté de Markov en temps continu. ]

Exemple 16. Un assureur pense que chacun de ses assurée va demander des rem-
boursements selons un processus de Poisson d’intensité A € [0, 1] (mesuré en rembourse-
ments/année). Il pense aussi que chaque assurée soit caracterisé par une propre intensité
A et que chaque nouveau assuré puisse étre associé & une intensité uniformement dis-
tribuée sur [0, 1]. Si 'assuré a demande n remboursements dans ses premieres ¢ années
quel est la loi conditionelle du temps restant jusqu’a la prochaine demande de rembour-
sement de la part de cet assuré?

Solution. Le processus des remboursement est modelisé par un mélange de processus
de Poisson d’intensité 1 et loi melangeanté © ~ ([0, 1]). Conditionellement a N; = n le
prochain evenement a lieu & 'instant 7;,41, donc la probabilité cherchée est

. ]E{IITHIMHNF,J _ E[E[Ir,,,>:1g,_,|0]]
]P(TnJrl >.’13‘Nt—n) = E[Hmzn} N E[EFIM::T@H
E[E[I[Tn+1>ml[]\7t=n|®]]
E[E{Hﬁt:n!@ﬂ

maintenant
+o0o (Qt)n
P(Th41>2,Nop=n) =P (Tp41>x|Nge=n)P(Ngs=n) = / Gevdy Te*“
x !
_ 79(m+t)(‘9t)n670t
n!
et donc

E[e—e (x—f—t)@}

n!

-0 (x n 1 _9(x n
P(Ty 11> 2|Ny=n) = | _E[e @t on] _ [ e "0ondg
E[ O o] E[e-o1 (61)"] e ogndg

n!



