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1. . Soit X0 une variable aléatoire appartenant à N. On définit alors une suite de v.a. pour tout
n ∈ N∗ par

Xn+1 =

{
Xn + 1 avec probabilité p ∈]0, 1[
0 avec probabilité 1− p.

(a) Identifier le système dynamique aléatoire correspondant, vérifier que (Xn)n≥0 est une
châıne de Markov, et donner sa matrice de transition.

(b) Chercher les probabilités invariantes par la châıne.

(c) Montrer que, ∀x, y ∈ N, limn→∞Py(Xn = x) = π(x), où π est une probabilité sur N que
l’on précisera.

2. On considère la châıne de Markov à valeurs dans E = {1, 2, 3, 4, 5} de matrice de transition
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1. Montrer que la châıne est irréductible et calculer sa probabilité invariante.

2. Soit Nn(i) le nombre de fois où la châıne passe par l’état i au cours des n premières étapes.
Quel est le comportement asymptotique de Nn(i) quand n tend vers l’infini ?

3. (a) i. Soit Mn une martingale par rapport à une filtration {Fn}n, telle que E(M 2
n) < +∞.

Soit

An =
n∑

i=1

E
(
[Mi −Mi−1]2|Fi−1

)

Montrer que M 2
n −An est une Fn-martingale.

ii. Application : montrer que si (Sn, n ∈ N) est une marche aléatoire symétrique simple
à valeurs dans N, alors S2

n − n, n ∈ N, est une martingale par rapport à la filtration
naturelle engendrée par (Sn, n ∈ N).

(b) Soit Xn une châıne de Markov sur un espace M fini, avec matrice de transition P . Soit
f : M → R. On rappelle que la fonction Pf : M → R est définie à partir de P et f par
Pf(i) =

∑
j∈M P (i, j)f(j), ∀i ∈M .

i. Montrer que

Mn = f(Xn)− f(X0) +
n−1∑

k=0

[f(Xk)− (Pf)(Xk)]

est une martingale par rapport à la filtration {Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn)}n≥0.

ii. Montrer que

M2
n −

n−1∑

k=0

[
(P (f2))(Xk)− ((Pf)(Xk))

2
]

est une Fn-martingale (par définition, f 2(i) = (f(i))2,∀i ∈M).


