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1. On répartit 2N boules, N noires et N blanches, dans 2 urnes à raison de N boules par urne.
Puis à chaque instant on choisit un boule au hasard dans chacune des urnes et on les échange.

On désigne par Xn le nombre de boules noires dans l’urne 1 après n échanges.

(a) Préciser l’espace d’états M de la châıne de Markov (Xn)n∈N et calculer sa matrice de
transition P .

(b) Montrer que cette châıne est irréductible. Est-elle fortement irréductible (c’est-à-dire :
existe-t-il un entier n0 tel que Pn0(i, j) > 0 pour tout i, j ∈ M) ?

(c) On rappelle que
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k!(N−k)! ,∀k ≤ N, k,N ∈ N. Montrer que la probabilité

définie par π(k) = c
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, ∀k ∈ M (où c est une constante que l’on précisera) est

une probabilité stationnaire réversible. Y-a-t-’il d’autres probabilités stationnaires pour
cette châıne ? Si oui, donner des exemples.

(d) Que peut-on dire sur le comportement de
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n
∑
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pour tout i ∈ M , quand n → ∞ ?

2. On considère la fonction suivante

fX,Y (x, y) = e−y10<x<y.

(a) Vérifier que fX,Y définit une densité de probabilité sur R2.

(b) Calculer les densités marginales fX et fY de X et Y . Les variables X et Y sont-elles
indépendantes ?

(c) Déterminer E(Y |X) et E(X|Y ).


