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Corrigé du Partiel

[Durée une heure et demi. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes.
Seule les reponses soigneusement justifiées seront prise en compte.]

Exercice 1. Soient T',S des temps d’arrét pour une filtration (Fy)n>o.
a) Montrer que U =min (7', 5) est un temps d’arrét .
b) Montrer que si S(w) < T'(w) pour tout w € Q alors Fg C Fr .

Solution. a) Par hypotheése {S >k} € Fi_1 et donc {T'=k,S >k} € Fi. Bien sir on a aussi {S =
k,T >k} € Fi ce qui permet de conclure que

(U=k}={T=k,S>k}U{S=k,T>k}eF

pour tout k> 0.
b) Soit A € Fs on doit montrer que AN{T =n} € F, pour tout n>0. On a que

AQ{T:n}:Aﬁ{SgT:n}:Uogkgn (AQ{SZI’J}Q{T:TL})
Par hypothése AN{S=k} € Fj et donc {S=k}N{T=n}€F, ce qui donne AN{T =n}eF,.
Exercice 2. Soit (X,,),>1 une suite iid & valeurs dans R et g(f) = E[e?*1] < + 0o pour tout 6 €
R. Soit (F,)n>0 la filtration naturelle de la suite (X,,),>1 (c-a-d Fo={0,Q}, F, =0 (X1, ..., X»)
pour n >1) et soit Sp=0, S, = X7 + -+ + X,, la marche aléatoire engendrée par les (X,,)n>1.
a) Montrer que pour tout t.a. T borné associé a la filtration naturelle on a que

E[e*tg(\)~T] =1, AER.

b) Soit a <0< b et T=inf{n >0:5,#(a,b)}. Utiliser le résultat de la question a) pour mon-
trer que si 6 est tel que g(é) =1 alors

P(Sr<a)< efa,

c¢) Soit Xj =1 avec probabilité p et X = — 1 avec probabilité ¢=1—p et p>1/2. Soit T =
inf{n >0:5,=1}. On suppose que P(T < + c0) = 1. Montrer que

1=e"E[g(0)~"]

pour tout 6 > 0 et utiliser cet équation pour obtenir la fonction génératrice de T ¢(s) =
E[sT] pour |s| < 1.

Solution. a) Soit T borné par N, alors
NSk

e al N o Ask
Bl myrl = 2 Bl pyrtr=+) :kz::o Bl syl =Blsl = 1



b) Si 6 >0il y a rien a demontrer car P(Sr<a)<1< e~Ya, Supposons que 6 < 0 et soit 7 = inf
{n>0:X,¢|a,b[} alors on a que

1=E[e?S 8] > E[e?57V1g,, <] > €"E[lsp<ar<n] = P P(Sr <a, T <N)

et en prenant la limite (croissante) pour N — oo on a le résultat.

c) Dans ce cas on a que g() =pe? + ge?. Par la question a) on a que 1 = E[e?STrng(9)~TAN].
On remarque que e?572% < 1 et que g(f)~7 < p~7% < 1 et donc par convergence dominée on
obtient que

E[e?7g(0) 1] = Nlim E[e?S1ang(0) =T AN =1
— 400

mais St =1 et donc on a 'équation E[(pe? + ge=?) 7] =e~% pour tout § > 0. Soit 1/s=pe? +
qe*(’ et z=e"Y alors p—2z/s+ q22:0 et

1/s£+/1/s>—4pq 1++/1—4pqs®
z = =
2q

2qs

ce qui donne

P(5) =BIsT = El(pef + ge~) T =2 = LEV 00T

Exercice 3. Une chaine de Markov controlée (X,),>0 & valeurs dans IR évolue selon la récur-
rence aléatoire controlée

XnJrl = )\Xn+ Un+€n+1

ot Up = un(Xk, ..., Xn), u un controle a valeurs dans R et o (€,)n>1 est une suite des v.a. iid
de moyenne nulle et variance o2>0. On se fixe un horizon fini 7' > 0 et une constante 3 € ]0, 1[.
On veut trouver un contréle u qui minimise le cotit moyen (actualisé)

T—1
WH(t, 2) =B, o) > B¥'C(Xy, U) + 87 'R(X7)]
k=t

out C(x,u) = (u?+ax?)/2 et R(x)=aopx?/2+ by avec a,ag, by constantes fixées et positives.
a) Montrer que la fonction Wr(t, z) =inf,cc, WH(t, x) satisfait I’équation

Wr(t,z) = in{_{ {c(z,u) + PEWr(t+ 1, Az +u+e1)]}.
ue
b) Montrer par récurrence rétrograde que Wr(t, ) est de la forme
1 2
WT(t, I) = §aT_tx +br_¢

avec (aj);j>o0 et (bj);j>0 des constantes & déterminer.
¢) Montrer que le controle optimal u* est Markovien et tel que
uf(z)=kp_ix

pour une certaine suite (k;);>0 de constantes.



d) Calculer les constantes aj,b;, k; pour j > 0.

Solution. a) Soit
T—1

Vit @) = BWE(E, @) = Efy o) > BC(Xk, Ur) + 57R(Xr)]
k=t
Par 'équation de Bellman le cott moyen optimal Vp(t) =inf,cc, Vi#(t) satisfait
Vilt,) = inf {6'C(a,w) + B[Ve(t+1, Az +uten)])
ue

pour tout 0 <t <T et donc

WT(ta 1') = 6715 12{{ {ﬂtC(l‘, u) + E[VT(t +LAz+u+ 51)]}

= ulg}% {C(z,u)+ BE[Wp(t+1, \x +u+e1)]}.
b) On a que Wr(T, x) = R(x) = apw?/2 + by. Supposons que Wr(T —n,z) = a,x%/2 + b, alors
Wp(T—n—-1,2)= ulél]% {C(z,u)+ BEW(T —n, Az +u-+e1)]}
= ulg]% {(u?+ax?)/2+ BElan(A\r +u+e1)%/2+by)}
par les hypothéses sur €; on a
= ulg]g{(uQ +ax?)/2+ Ban( Az +u)?/2+ Ba,o?/2 + Bb,}
= ulg]fR {(1+ Ban)u? + (a+ BanA?) 22+ 2Ba xu} /2 + Bano?/2 + Bby,
On doit donc minimiser la fonction ¢(u) = (1+ Ba,)u?+ (a+ Ba,\?) 22+ 2Ba Az u. On a
©'(u) =2(1+ Pap)u+2Ba Az =0
qui nous donne uf_,, = — fBa,Ax/(1+ Bay) et donc

p(ut—n) == B2aiXa?/(1+ fan) + (a+ Pan\?) 2°

et alors
Wr(t—n—1)=(a+ Ba,\> — 52(131)\2/(1 + Ban))x?/2+ Banc?/2+ (b,
= (a+ BanN?/(1+ Bay))x?/2 + Bano?/2 + Pby,
= an+1z2/2 + bn+1
ol

ani1=a+ Ba 2/ (1+ Bay,) b1 = Ba,0?/2+ (b,

Cela montre au méme temps que la stratégie optimale est de la forme souhaitée avec

kpny1=— ﬁan)\/(l + ﬁan)



