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TD1. Espérance conditionnelle.

Exercice 1. (Processus de branchement) Soit {Xm,r: m, r ∈ N} une double suite des v.a. iid.
discrètes et à valeurs >0. On pose Z0 = 1 et Zn = Xn,1 + 
 + Xn,Zn−1

pour n > 1. Montrer que
la fonction génératrice fn(θ)=E[θZn] pour tout θ ∈ [0, 1] satisfait

f0(θ)= 1 fn = fn−1(f(θ)) pourn > 1.

Exercice 2. Soient X1 et X2 des v.a. indépendantes et ∼Poisson(λ) avec λ > 0. Soit Y = X1 +
X2. Calculer P(X1 = k |Y ).

Exercice 3. Soient G ⊆F , X ∈L2(F), Z ∈L2(G) et Y =E[X |G], montrer que

E[|X −Z |2] =E[|X −Y |2] +E[|Y −Z |2]

et en déduire que

E[|X −Y |2] = inf
Z∈L2(G)

E[|X −Z |2].

Exercice 4. Soit (X0, X1, 	 , Xn) un vecteur Gaussien de moyenne nulle et matrice de cova-
riance Γ =(Γij)i,j=1,	 ,n. Montrer que

E[X0|X1,	 , Xn] =
∑

i=1

n

λiXi p.s.

et déterminer les poids λi en fonction de Γ.

Exercice 5. Soit E[Y |G] = X et E[X2] =E[Y 2] < +∞ en déduire que X =Y a.s.

Exercice 6. Prouver une inégalité de Chebishev conditionnelle.

Exercice 7. Prouver l’inégalité de Cauchy-Schwartz conditionnelle

E[|XY ||G]2 6E[|X |2|G]E[|Y |2|G].

Exercice 8. Donner un exemple avec Ω = {a, b, c} pour montrer que, en général,

E[E[X |F1]|F2]� E[E[X |F2]|F1].

Exercice 9. Montrer les implications suivantes

X, Y independantes⇒E[X |Y ] =E[X ]⇒E[X Y ] =E[X ]E[Y ]

et trouver des v.a. X, Y ∈{−1, 0, 1} pour montrer que les implications inverses sont fausses.
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