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TD4. Chaines de Markov contrélées.

Exercice 1. (EXERCER UNE OPTION D’ACHAT) On a la possibilité d’acheter un actif & un prix
fixé d’avance p et a un instant quelconque n = 0, ..., N — 1. Le prix de marché de l'actif est
modélisé par une suite (Y,),>0 donnée par Y41 =Y, + €,41 00 (€,)n>1 est une suite iid inté-
grable. L’objectif est de maximiser le gain moyen relatif & I'utilisation de I'option d’achat: si on
décide de l'utiliser au temps n avec un prix de marché Y,, alors notre gain serait de Y;, — p. On
modélisera le probléme avec un systéme dynamique contrélé homogéne sur l'espace d’états M =
RU{A}: a un instant déterminé soit on posséde encore l'option et sa valeur est x € R, soit on a
déja exercé l'option et alors on décide de fagon conventionnelle d’étre dans ’état fictif A.
L’espace des actions est A={0,1}, 0 si on n’exerce pas et 1 si on décide d’exercer I'option.

a) Déterminer la fonction G: A x M x R — M qui intervient dans la définition de systéme
dynamique controlé par rapport a la suite iid (€,,)n>1.

b) Déterminer une fonction de gain homogene r: M x A— R associé au probléme.

c) Montrer que la fonction valeur satisfait
V(k,z)=max{x —p,E[V(k+ 1,z +¢)]}, 0<KESKN-1,zeR
et V(N,z)=0size€R.
d) Par récurrence rétrograde montrer que V(k, ) est une fonction convexe de x pour tout
0<k<N.
e) Par récurrence rétrograde montrer que V(k,x) >V (k+1,z) pour tout 0 <A< N — 1.
f) Soit pr=inf{z >0:V(k,x) =z — p}. Montrez que py, est décroissant en k.
g) Montrer que la politique optimale est d’exercer I'option de que Yj = py.
Exercice 2. (A LA POSTE) On est en queue a la poste. Avant nous il y a € N personnes et a
chaque pas de temps il y a une probabilité p € |0, 1] que la queue avance d’une position. On
estime que l'utilité d’arriver a étre servi soit r > 0 et que attendre dans la queue nous cotit ¢ > 0
a chaque instant du temps. On a toujours la possibilité de partir da la queue et de ne pas étre

servit. On veut trouver une stratégie (a savoir si on doit rester dans la queue et attendre ou
partir) qui maximise notre gain moyen.

On modélisera le probléme avec un systéme dynamique controlé homogéne sur ’espace d’états
M=NU{A}: a un instant déterminé soit on est dans la queue et on a x € N clients avant nous,
soit on est parti et alors on décide de fagcon conventionnelle d’étre dans 'état fictif A. L’espace
des actions est A =1{0, 1}, 0 si on reste dans la queue pour un autre interval de temps et 1 si on
décide de partir.

a) Déterminer la fonction G: A x M x R — M qui intervient dans la définition de systéme
dynamique controlé par rapport a la suite iid (€,)n>1.

b) Déterminer une fonction de gain homogene r: M x A— R associé au probléme.
c¢) Déterminer I’équation de Bellman et montrer que on a

V@)= (Ve-1)—c/p)s, a>L.
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d) Montrer par récurrence que V(z) < V(z — 1). Donner une explication intuitive de cette
inégalité.
e) Montrer qu’il existe z* € N tel que la stratégie optimale est de rester ssi x < z*.

f) Déterminer V (z) et 2* en fonction de r, ¢, p.



