CHAINES CONTROLEES 1

[M. Gubinelli - Controle des chaines de Markov - M1 MMD 2011/2012 - 20111128 - poly 4 - v.1]

Chaines de Markov controlées

1 Chaines controlées

On s’intéresse a des évolutions aléatoires sur un espace M en temps discret et que on peut
modifier par la choix, & chaque pas de temps, d’'une action a dans un ensemble préfixé d’action
admissibles A. Donné un état x € M au temps initial k € N et une politique de choix des actions
de contrdle u on peut considérer la succession aléatoire Xy, ..., X, ... des états visité par notre
systéme sujet a la politique u. Le probléme que on va se poser est 'optimisation d’un quelque
critére moyenne par la choix d’une politique de controle (tout simplement un controle).

Soit donc M une espace d’états dénombrable, A lespace des action admissibles et II(M)
lespace des mesures de probabilité sur M. On considére une fonction P: N x A x M — II(M)
qui donné un temps n € N, une action a € A et un état x € M détermine la probabilité P, ,(z,
y) = Pp.o(x)({y}) que létat a 'étape suivante soit y € M. La fonction P spécifie la dynamique
aléatoire de notre systéme. Soit

Mi={(n,zg,...,xn) :nEN k<N, Tp, ..., o € M}

on appelle une politique de contrdle (ou simplement un contrdle) une fonction u: M} — A et on
appelle Ci 'espace des controls relatives & U'instant initiale £ > 0. La politique de contréle u € Cy,
est donc une régle qui au temps n, aient observé la succession d’états (w, ...x,), détermine
laction un(xg, ..., ©n) € A pour modifier 'évolution future de notre systéme aléatoire. Un con-
trole Markovien et stationnaire est un contrdle u € Ci qui dépend seulement de 1'état actuel du
systéme, c-a-d tel que up(xg, ..., n) = @(x,) pour une quelque fonction ¢: M — A.

Soit € I'espace canonique = MY avec la tribu produit F (sur chaque composante on consi-
dere la tribu discréte des toutes les parties de M). Soit X, (w) = w, la projection sur la n-eme
composante de w € ().

Donné un temps initial £ € N, un état initial £ € M et un contréle u € Cy, on considére la proba-
bilitée P ) telle que

n

H)?k,x)(Xk::Eka"'aXn+1:xn+1):6$,®kH Pk,ui(zk,“.,mi)(xiaxi-l-l) vn?k (1)
i=k

On appelle le processus (X,,),> un processus controlé.
Lemme 1. On a que P{ . vérifie (1) ssi, Yn>k on a

lpq(Lk,z)(XnJrl :1'"+1|Xk =Ty ey anxn) :Pn,un(xk,...,mn)(zn; :EnJrl)-

Démonstration. Exercice. O

Une facon canonique de construire un processus controlé est de considérer une fonction
GNXMxAxE—M

et un espace de probabilitée (2, F, P) muni d’une suite de v.a. iid (Z,)n,>r & valeurs dans
I’espace auxiliaire . On pose alors

Xp=ux, Xnt1=G(n, X0, Un, Zn41), n>k (2)
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ot U, = up(Xp, ..., X,). Une suite aléatoire construite de cette fagon est appelé une récurrence
aléatoire contrdlée ou un systéme dynamique aléatoire controlé. Il est facile de montrer (exer-
cice) que la suite (X,,),>x vérifie

113(XnJrl = $n+1|Xk =Tk, ., Xn= zn) = Pn,un(zk,.u,zn)(xnv $n+1) (3)

P, (z,y)=P(G(n,z,a,Z1)=1y). (4)

Réciproquement, pour tout fonction P: N x A x M — II(M) il est possible de trouver un espace
auxiliaire E, une suite iid (Z,)n>r et une fonction G tels que les équations (3) et (4) soient
satisfaites (exercice. sugg. prendre E =[0,1] et les Z,, ~U([0, 1]) et construire une G approprié).
La correspondance entre processus controlés et systémes dynamiques contrélés n’est pas uni-
voque (plusieurs systémes dynamiques controlées différents peuvent avoir la méme loi et donc
correspondre au méme processus controlé).

Donnée une fonction F:IN x M — R on définit la fonction PF:N x M x A— R par

(PF)(n,z,a)="Y" Pua(z,y)F(n+1,y)
yeM

Dans le cas d’un systéme dynamique contrélé on a que
PF(n,2,a)=E[F(n+1,G(n, z,0, Z1))).

On remarque que dans cette égalité le membre de droite est bien défini méme dans le cas
d’espace d’états non discret.

2 Principe d’optimalité

Soit ¢: N x M x A — R une fonction que représente un coiit pour unité de temps et qui peut
dépendre du temps, de I’état actuel du systéme et de I'action choisi pour continuer. Donné un
état initiale (k,x) € N x M et un contrdle u € Cy, le coiit totale moyen pour le processus controlé
(Xn)n>k est déterminé par

VU, x) =Bl Y c(n, Xn, Un)

n>k

ou l'espérance [E(j, ,) est par rapport a la probabilité P(j, ). Pour que cet expression ait un sens
on admet que une des condition suivantes est satisfaite: c(n, =, a) > 0, ¢(n, z, a) < 0 ou
Y sk SUDza |c(n, x, a)] < 400. On veut trouver un contréle u* qui minimise ce cotit moyen
parmi tout les controls admissibles:

V¢ (k,x)=V(k,x)= inf V¥(k,x).

u€Cy

On appelle la valeur optimale V(k, 2) du cotit moyen obtenu & partir de 'état (k, x) est appelé
la fonction valeur V:N x M — R.

Théoréme 2. La fonction valeur satisfait l’équation (dit de Bellman ou de la programmation
dynamique)
V(k,2) = i [e(k,2,0) + (PV)(k,z,a)]
ac

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que le processus controlé (X, )n>k
est un systéme dynamique contrdlée associé a la fonction G et a la suite aléatoire (Z,,),>x. Donc

V“(k,x):IEZ c(n, X, Up) =clk,z,ux(z)) + E Z e(n, X, Up)

n=k n>k+1
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on Xp=12, Xnt1=G(n, Xpn,Upn, Zpn41) et Up =un(Xg, ..., Xp). Soit a =ug(z) et @ € Cr41 le con-
trole définit par Gn(@k41, vy Tn) = Un(T, Tkt 1y -ory Tn). On a que Uy = Gp(Xgt1, ..., Xn) = Up. Si
on pose

Xk+1:ya Xﬂ+1:G(naXannaZn+1) Vn>k+1

on aura que ]P(Xn:Xn,Vn>k:+ 1| Xk+1=y)=1 et donc
E Z C(naXnaUn): Z P(XkJrl:y)E[ Z c(annaUn)|Xk+1:y]

nzk+1 yeEM n>k+1

—Z (Xpp1=9)E Z c(n,Xn,Un)

yeM Pro(z,y) n2k+1
Vi(k+1,y)

= Pualz,y)Vi(k+1,y)=PV(k,z,a).
yeEM

O

Remarque 3. On peut vouloir résoudre un probléme de maximisation au lieu d’un probléme de
minimisation. Dans ce cas la fonction valeur est définie par V(k, z) = supyec, V4(k, x) et 'équa-
tion de Bellman prends la forme
V(k,x)=sup [¢(n,z,a)+ PV (n,z,a)].
acA

On dit que un processus contrélé est homogeéne si la fonction P ne dépends pas du temps, i.e.
si Pt A x M —TI(M). Similairement on dit que un systéme dynamique controlé est homogene si
la fonction G ne dépends pas du temps: G: M x A x E— M. Un processus controlé est homo-
géne ssi il est équivalent & un systéme dynamique homogéne.

Lemme 4. Si la fonction de coit et la fonction G ne dépendants pas du temps, c-a-d si

x)= ]EZ co(Xn,Up)
et n=k

Xk:SC, XnJrl:G(Xn,Un,ZnJrl), n}k
alors la fonction valeur V(k,x) ne dépends pas du temps et ’équation de Bellman devient

Viz)= aig£ [c(z,a)+ PV (z,a)]. (5)

Démonstration. On considére u € Ci41 et

Vik+1,2)=FE Z c(Xn, Un) Z Xnt1,Un+1)
n>k+1 n>k

ot Xppr1=2, Xny1=G(Xn,Upn, Zny1),n 2 k+1, Uy =un(Xk+1, ..., Xp). Soit maintenant X, =
Xn+1.- On a que X,=z et pour n >k Xn-l—l = G(Xn, un+1(Xk, - Xn), Zn+42). Soit alors 4 € Cy,
tel que Up(xg, . ovy Tn) = Unt1(Tky ..., Ty) €t Unfun(Xk, ey Xn) U,+1. Le processus (Xn)n>k est
le processus controlé associé au systéme dynamique (G, (Zp+1)n>1) avec controle 4 et état ini-
tiale (k,z), donc

Efei1,0) Y Xnt1, Uns1) =B o(X, Up) =Efj 1)) (X, Up) =V(k, )
n>k n>k n=k

et donc V(k,x) =V (k+1,z) pour tout k>0. Soit V() =V (0, z), 'équation de Bellman est
V(SC) - V(Oa ZL') = lni {C(:L', a‘) +]E[V(15 G(ZL', a, Zl))]} - lni {C(SC, a‘) + ]E[V(G(:Ca a, Zl))]}
ac ac

ce qui donne l'eq. (5). O
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3 Controle en horizon fini

L’équation de Bellman est un outil puissant pour caractériser (et des fois déterminer) les politi-
ques optimaux dans les problémes de controle. Le cas plus simple est I'optimisation en horizon
fini qui on va analyser dans cette section. Soit N > 0 un temps et soit r: N x M x A — R une
fonction de gain pour laquelle on fait ’hypothése que r(n, z,a) =0 pour tout n > N et que r(N,
x,a) = C(z) pour une fonction C: M — R. Le gain moyen associé au processus controlé par u et
démarrant en (k,z) est

Vi(k,x) Z n, Xp,Up) + C(Xn)).

On veut maximiser cette quantité en fonction de la politique u. La fonction valeur V(k, x) =
sup, V*%(k, x) satisfait '’équation de Bellman

V(n,z)=sup[r(n,z,a)+ Y Py a(z,y)V(n+1,y)]
e Yy
pour tout k <n < N et en plus on a la condition au bord V(N, z) = C(x). Par récurrence rétro-
grade on peut alors trouver V(N —1,-), V(N — 2, -) et ainsi de suite jusque a déterminer V (k, )
au temps initiale. L’équation de Bellman a donc une seule solution.

Théoréme 5. Supposons que u est un contréle Markovien tel que
V(k,z)=(c+ PV)(k,z,ur(x)) 0<KESN-l,zeM
alors u est optimale pour tout (k,z) ENx M, i.e. V(k,x)=V"k,x).

Démonstration. Considérons un tel controle et soit (X,,), >k le processus contrdlé associé. Soit
n—1
M,=>"r(j,X;,U)+V(n,X,)  k<n<N
j=k
Alors pour tout k<n<N —1ona
Myi1—M,=V(n+1,Xn11)—V(n,X,)—rn, X, Up,)
et donc
]Ev(lk,z)[MnJrl = M| Xn=y]= Ev(lk,z)[v(njL L Xpi1) = V(n, Xn) —r(n, Xp, Un)| Xn=19]

=(r+PV)(n,y,un(y)) = V(n,y) =0
ce qui donne que [E(}, \[Mp] =K ,)[Mn41] pour tout k<n < N. Par conséquent

N-—-1
=k O

Exemple 6. (EXERCER UNE OPTION D’ACHAT) On a la possibilité d’acheter un actif & un prix
fixé d’avance p et & un instant quelconque n = 0, ..., N — 1. Le prix de marché de l'actif est
modélisé par une suite (Y,)n>0 donnée par Y, 11 =Y, + €p41 00 (€,)n>1 est une suite iid inte-
grable. L’objectif est de maximiser le gain moyen relatif & l'utilisation de 'option d’achat: si on
décide de l'utiliser au temps n avec un prix de marché Y,, alors notre gain serait de Y,, —

Le processus controlé est donnée par la suite des valeurs de notre option et on prend comme
espace d’états l’ensemble M = R U {A} car & un instant déterminé soit on posséde encore
Poption et sa valeur est x € R, soit on a déja exercé l'option et alors on décide de fagon conven-
tionnelle de étre dans ’état fictif A. L’espace des actions est A = {0, 1}, 0 si on exerce pas et 1
si on décide d’exercer l'option. On n’est pas dans le cas d’espace d’états discret mais on peut
réaliser la dynamique contrélée comme dynamique aléatoire controlée. La fonction de gain est
donnée par r(n,x,a) =a(x — p) et la dynamique aléatoire par

r+e sizeR,a=0
G(z,a,e)=< A sizeR,a=1
A siz=A
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avec espace auxiliaire R et suite iid (&,)n>0. En particulier la fonction de transition P est de la
forme

Pnyo(SC,A):IP(SC+€1€A), Pnyl(SC,R):O, Pnﬁl(l',{A}):l
(sur M on consideére la tribu o(B(R),{A})) et on a

E[F(n+1,x4¢€)] si a=

1
PF(n’x’a)_{F(n—f—l,A) si a=0

L’équation de Bellman est alors donnée par
V(k,z)=max{z — p,E[V(k+1,z+¢)]}, 0<k<N-1,zeR

et V(N,z)=0 (car & N on ne peut pas exercer 'option). On note que V(N —1,2)=(z — p)4+.
Montrez que V(k, x) est une fonction convexe de z et que V(k,x) > V(k + 1, x) pour tout 0 <
k<N et tout x € R.
Soit pr =inf{zx > 0: V(k, x) =x — p}. Montrez que py, est décroissant en k et que la politique
optimale est d’exercer 'option de que Y > py.

4 Controéle en horizon infini: cas des gains positifs

On se donne un processus controlé homogéne et une fonction gain homogéne et positive r: M x
A—TRy. Siuelyon définit le gain total moyen

Vu('r) = ]E?O,z) Z T(va U’m)
m>=0

et la fonction valeur du probléme de maximisation de ce gain V(z) = supyec,V¥(z). Pour tout
n >0 soit

Vi) =Efomy Y. (X Un),  Valz)=sup V;(x).

o<m<n—1 u&Co
Par convergence monotone V(x) / V¥%(z) et donc

supVy,(z) =sup sup V;i'(x) = sup supV,¥(x) = sup V¥(x) =V (x).
n n u€Co u€Co n u€Co

Les fonction V,(z) peuvent étre calculé par récurrence.

Lemme 7. On a l’équation
Vigi(z) =sup [r(z,a) + PV,(z,a)].
a€A

Démonstration. (Exercice, utiliser ’homogénéité). O

Théoréme 8. La fonction valeur en horizon infini V est la plus petite solution non-négative de
l’équation

V(x):sga [r(z,a)+ PV (z,a)], rEeEM. (6)

Tout controle u € Cy tel que V¥ satisfait cette équation est optimal, pour tout état initial x € M.
Démonstration. Par le principe d’optimalité on sait que V satisfait 1’équation. Soit mainte-

nant F: M — Ry un autre solution non-négative de (6). Alors F(z) > 0= Vy(x). Supposons par
induction que F' >V, alors

F(xz)=sup [r(z,a)+ PF(z,a)] 2 sup [r(z,a) + PV,(z,a)] = V,41(x)
acA acA

et donc F' >V, pour tout n >0 ce qui implique que V =sup,V,, < F. 0
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5 Controle en horizon infini: cas des coiits actualisés

Ici on considére un processus contrdlé homogéne, une fonction cotit homogéne ¢: M x A — R
(non nécessairement positive) et bornée |c(x,a)| < C < oo et une constante 3 €]0,1]. Si u€Cy on
définit le cofit total moyen actualisé

Vu(z) = E?O,z) Z ﬂm C(Xma Um)

m>=0

et le colit total moyen actualisé minimale V' (z) = inf,cc,V¥(x). Pour tout n > 0 on définit aussi
les cotit partiels
n—1
Vil(@) =Bl 5 Y B (X, Un) Viu(z) = uiéléf Vii(z).
— 0
On remarque que m=0

p"
Val(z) —V(z)| < E mC=C —0
si n— 00. De méme -
|Vn(z)fV(z)|<C’167 — 0.

Lemme 9. On a l’équation

Vigi(z) = [c(z,a)+ BPV,(z,a)] n>0,zeM

inf
acA
Démonstration. (Exercice, utiliser ’homogénéité). O

Théoréme 10. Le coit total moyen actualisé minimale V est l'unique solution bornée de I’équa-
tion d’optimalité

V(z)= aigi [e(z,a)+ PV (z,a)] rEM. (7)

De plus, tout application p: M — A tel que
V(z)=[c+ PV](z, ¢(x)), zreM

définit un controle markovien homogéne u € Cy (par uk(zo, ..., xx) = @(xk)) qui est optimal pour
tout état initial € M.

Démonstration. Est facile de voir que V est solution de (7) et que V' est bornée par C/(1 —
B):
V@l<cS gr=c/i-p).

m>=0

Soit F' une solution bornée de (7) et soit u € Cy un contréle quelconque. Considérons le pro-

cessus
n—1

M, =" B"c(Xy, Up) + B"F(X,),  n=0.
Alors k=0
My 1 = My = 3"c(Xn, Up) + B (X p1) = B"F(Xy)
et
E[Mi1— My Xp=y,Un=a"]=p"c(y,a’) + "' PF(y,a’) — f"F(y) >0
qui donne que
F() = E{o,0)[Mo] SE{o,z)[Mn] = Vii!(2) + 8" E{o,)[F (Xn)]-

En prenant la limite pour n — oo et utilisant ’hypothése de bornitude sur F' on obtient que

F(z) <V*(z)
et par 'arbitrarité de u que F < V.
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Si il existe un controle u markovien et homogeéne tel que F(z) = [c + 8P F](x, u(z)) pour tout
n>0 et z € M alors on a que

E[M,i1— My Xp=y,Up=a']=0

et a la limite on obtient F(x) = V*(x). Alors F(x) > V(z) et F(z) = V(z) = V¥x) ce
qu’implique que le contréle u est optimal. Si un tel contrdle n’existe pas on peut toujours rai-
sonner de fagon approché et considérer un contrdle u markovien et homogéne tel que

F(2) > [c+ PF|(z,a(@)—c  n>0,2€M
pour € > 0. Cette inégalité est équivalente & demander que
F(z)=[¢+ BPF|(z,u(z))

pour une certaine fonction é(z,a) > ¢(x,a) —e. Alors par 'argument précédent on obtient que

()=o) A"6(Xm, 6(Xm)) V() = =5 2 V(@) -
m=0

3

1-p

et par l'arbitrarité de € >0 on conclut que F(z) >V (z) et donc que F(z) =V (z). O



