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1. : Soit {Y;}j > 1 une suite de v.a. i.i.d. avec P(Y; =1) =p=1—-P(Y; = —1) = 1 — q. Soit
Sp = 22:1 Y.
(a) Montrer que

Wy, =S, — (2p— 1)n, Wo =0

1-p Sn
= (22) 7 -
p

sont des martingales par rapport a la filtration {F,, = F(Y1,...,Ys) }n.

(b) Montrer que pour tout temps d’arrét borné

Sy
E [(p) ] —1 B[S =@ ). 1)

q

2. Soit = [0, 1], F la tribu borelienne de €2, P la mesure de Lebesgue sur F. Soit K un entier
positif. Pour tout n € N, soit F,, la tribu engendrée par la partition
{JK"™ (G+1)K™], j=0,...,K"—1}

Fo=0c{(K ", (G+1)K ™", j=0,...,K" -1}

Soit a un nombre réel positif. On pose, pour tout n > 0

X,(w) =
n(@) 0 autrement.

{a” Si0<w < K™,

Montrer que {F,},, est une filtration croissante.
Calculer E(X,,41|Fn)-
Pour quelle valeur de a on a que X, est une martingale par rapport a cette filtration ?

)
(b)
)
(d) Pour quelles valeurs de « on a que X, est une sous-martingale ?
) Calculer la limite presque sure de X,, pour n — oo.

)

Soit M,, une martingale par rapport a une filtration {F,},,, telle que E(M?2) < +o0. Soit

n
Ap = ZE ([M; — M;_1)?|Fiz1)
i=1
Montrer que M? — A, est une F,-martingale.

(b) Soit X,, une chaine de Markov sur un espace M fini, avec matrice de transition P. Soit
f:M—R



ii.

Montrer que
n—1

M, = f(Xn) = f(Xo) + Y [f(Xi) = (PF)(Xp)]

k=0
est une martingale par rapport a la filtration {F,, = o(Xo, X1, . ..

Montrer que
n—1

M2 =S [(P(f)(Xk) — (PF)(Xk))?]

k=0

est une F,-martingale.
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