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1. Soit Ω = [0, 1], F la tribu borelienne de Ω, P la mesure de Lebesgue sur F . Soit K un entier
positif. Pour tout n ∈ N, soit Fn la tribu engendrée par la partition
{(jK−n, (j + 1)K−n], j = 0, . . . , Kn − 1}

Fn = σ
{

(jK−n, (j + 1)K−n], j = 0, . . . , Kn − 1
}

Soit α un nombre réel positif. On pose, pour tout n ≥ 0

Xn(ω) =

{

αn si 0 ≤ ω ≤ K−n,

0 autrement.

(a) Montrer que {Fn}n
est une filtration croissante.

(b) Calculer E(Xn+1|Fn).

(c) Pour quelle valeur de α on a que Xn est une martingale par rapport a cette filtration ?

(d) Pour quelles valeurs de α on a que Xn est une sous-martingale ?

(e) Calculer la limite presque sure de Xn pour n →∞.

2. Supposons que il y ait deux technologies (notées 1 et 2) en compétition. Un agent est ca-
ractérisé par son ‘type’ 0 ≤ δ ≤ 1 qui représente sa préference à priori pour la technologie 1.
Ainsi δ = 1 si il a une préference absolute pour 1, δ = 1/2 si il est indifférent.

Soit X i la part de marché de la technologie i (i = 1, 2), c’est à dire X i = N i/(N1 + N2), où
N i est le nombre des agents sur le marché qu’ont adopté la technologie i. Soient δ1 = δ et
δ2 = 1− δ. L’utilité de l’agent pour la technologie i est une fonction U i(δi, Xi) croissante en
δi et en X i.

On suppose qu’à chaque instant discret n un agent arrive sur le marché et adopte la technologie
qui maximise son utilité. Soit X1

n la part de marché de la technologie 1 au temps n. Supposons
que au debut il n’y a que deux agents, un adoptant la technologie 1 et l’autre la technologie
2, donc on pose X0 = 1/2. Ainsi à l’instant n + 1 la technologie 1 est adoptée si

U1(δn+1, X
1
n) > U2(1− δn+1, X

2
n)

où {δn} sont des variables aléatoires indépendantes et identicament distribuées à valeurs dans
[0, 1].

(a) Montrer que N 1
n = X1

n(n + 2) est une châıne de Markov sur N et calculer sa matrice de
transition Pn(x, y).

(b) Supposons maintenant que les variables δn sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et U i(δi, Xi) =
δiXi.

i. Montrer que {Xn}n est une martingale.

ii. En applicant un théorème du cours, montrer que Xn converge presque surement
(pour n →∞) à une variable aleatoire X à valeurs dans [0, 1].



iii. Calculer la loi de Xn, et en deduire la loi de X.

(c) Supposons maintenant que les variables δn soient i.i.d. avec P(δ = 1) = P(δ = 0) = 1/2
et U i(δi, Xi) = δiXi. Montrer que N1

n = 1 +
∑

n
δn. Calculer la limite presque sure de

Xn pour n →∞.

(d) Supposons maintenant que les variables δn soient i.i.d. avec distribution F (x) = P(δ ≤ x),
x ∈ [0, 1], et U i(δi, Xi) = δiXi. Supposons que F (0) = 0 et que F soit une fonction
convexe de x. Montrer que F (x) ≤ x et que Xn est une sous-martingale.

3. (a) Soit Mn une martingale par rapport à une filtration {Fn}n
, telle que E(M2

n) < +∞. Soit

An =
n

∑

i=1

E
(

[Mi −Mi−1]
2|Fi−1

)

Montrer que M2
n −An est une Fn-martingale.

(b) Soit Xn une châıne de Markov sur un espace M fini, avec matrice de transition P . Soit
f : M → R.

i. Montrer que

Mn = f(Xn)− f(X0) +
n−1
∑

k=0

[f(Xk)− (Pf)(Xk)]

est une martingale par rapport à la filtration {Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn)}n≥0.

ii. Montrer que

M2
n −

n−1
∑

k=0

[

(P (f2))(Xk)− ((Pf)(Xk))
2
]

est une Fn-martingale.


