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Examen

[Durée deux heures. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independants. Seules les
reponses soigneusement justifiées seront prises en compte.]

Exercice 1. On lance un dé de maniére répétée. Parmi les suites aléatoires suivantes, lesquelles
sont des chaines de Markov (donner une justification, éventuellement en frangais)? En cas de

réponse positive, donner la matrice de transition correspondante.

a) X, : le plus grand résultat impair obtenu aprés n lancers (on pose X, = 0 si aucun
résultat impair n’a été obtenu au temps n).

b) N, : le nombre de résultats pairs obtenus au bout de n lancers.
c) M, : le nombre de fois qu’on a obtenu deux 6 consécutifs au bout de n lancers.
d) C, : nombre de lancers, a I'instant n, depuis le dernier nombre pair.

Exercice 2. Soit (X,,)n>0 la chaine de Markov sur M ={1,2,3,4,5} de matrice de transition

0502 0 03 0 \
0
0

0 0505 0
P=| 0 0208 0

0 0 0 0802

0 0 0 02038

a) Dessiner le graphe associé a cette matrice de transition.
b) Déterminer les classes de communication et classifier les états en transients ou récurrents.
c¢) La chaine est-elle irréductible?

d) Soit T, = inf {n > 0: X,, = z}. Calculer P(T5 = n|Xy = 1) pour tout n > 1 et P(T3 <
T5|Xo=1).

e) Déterminer les probabilités invariantes de la chaine.

f) Soit S =inf{n >0: X,,=30ou X,, =5} et u(x) =E,[S] pour tout z € M. Déterminer ’équa-
tion linéaire satisfaite par u.

Exercice 3. Soit (Up)p>1 une suite iid de loi P(U,, = £1) = 1/2. Soit Xg =1, Xp41 = (1 —
Un+1)Xn. Soit (Fp)n>o la filtration engendrée par les (Uy,)n>1 (avec Fo= {2, Q}).

a) Montrer que le processus (Xp)n>0 est une martingale par rapport a (Fp)n>o0.
b) Montrer que lim,_, + X, = X existe presque siirement.
¢) Montrer que Y;, =+/X,, est une sur-martingale.

d) Calculer E[Y,,] et en déduire que Xoo =0 p.s.



e) Montrer que la martingale (X,,),>0 ne converge pas dans L.

Exercice 4. Soit (X,,),>0 une suite iid de loi P(X,, = £1) = 1/2 adaptée a une filtration
(.7:”)”>0 et Y, =X1+ -+ X, avec Yy=0. Soit T:inf{TlZ 0:Y,> 10}.

a) Montrer que T est un temps d’arrét.

b) Montrer que le processus arréte Z, = Y, a1 satisfait Z, < 10 pour tout n = 0 et qu'il con-

verge p.s. vers Zs, = 10.
¢) En déduire que T'< 0o p.s.
d) Montrer que E[T] = +oc.

Exercice 5. Soit (X,,)n>0 un processus adapté et intégrable. Pour tout processus borné et pre-
visible (Hy)pn>1 on définit

(H-X)n= i Hy( Xy — Xi—1)-
k=1

Montrer que si E[(H - X )] = 0 pour tout processus (H,),>1 prévisible et borné et tout k > 1,
alors (X,,)n>0 est une martingale.



