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Corrigé du Partiel

[Durée une heure et demi. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes.
Seule les reponses soigneusement justifiées seront prise en compte.]

Exercice 1. On considère deux v.a. X, Y telles que Y : Ω → N et P(Y � k) = pk−1 pour tout
k � 1 et

E[1X�t|Y ] = e−Yt pour t � 0

a) Montrer que X est une v.a. continue et calculer sa densité de probabilité fX.

b) Calculer P(Y = k |X � t) pour k ∈N et t � 0.

Solution. a) On a P(Y = k)=P(Y > k)−P(Y > k +1)= (1− p)pk−1 pour k � 1, alors

P(X � t)=E[1X�t] =E[E[1X�t|Y ]] =E[e−Yt] =
∑
k�1

e−ktpk−1(1− p) = e−t(1− p)
1− p e−t

La fonction de répartition étant continue (en effet C1 par morceaux), la v.a. est une v.a. con-
tinue et sa densité est donné par

fX(t) =− d
dt

P (X � t)= (1− p)e−t

(1− p e−t)2
t � 0

b)

P(Y = k |X � t)=
E[1Y =k,X�t]

E[1X�t]
= (e−tp)k−1(1− p e−t ).

Exercice 2. Montrer que le processus (Xn)n�0 à valeurs sur l’espace discret M est une chaîne
de Markov homogène avec matrice de transition P si et seulement si, presque sûrement

E[f(Xn+1)|Xn,� , X0] = (Pf)(Xn)

Solution. Si (Xn)n�0 est une chaîne de Markov alors

P(Xn+1 = xn+1|Xn =xn,� , X0 = x0)= P (xn, xn+1).

La définition de l’espérance conditionnelle donne

E[f(Xn+1)g(Xn,� , X0)]

=
∑

x0,� ,xn+1

f(xn+1)g(xn,� , x0)P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)P(Xn = xn,� , X0 =x0)

=
∑

x0,� ,xn+1

f(xn+1)g(xn,� , x0)P (xn+1, xn)P(Xn = xn,� , X0 =x0)

=
∑

x0,� ,xn

P f(xn)g(xn,� , x0)P(Xn = xn,� , X0 = x0)

=E[P f(Xn)g(Xn,� , X0)] =E[E[f(Xn+1)|Xn,� , X0]g(Xn,� , X0)].
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Etant ça vrai pour n’importe quelle g mesurable et bornée on a que

E[f(Xn+1)|Xn,� , X0] = (Pf)(Xn), p.s. .

D’autre part si la formule avec l’espérance conditionnelle est vrai on a que

P(Xn+1 =xn+1,� , X0 = x0)=E[1Xn+1=xn+11Xn=xn� 1X0=x0]

=E[E[1Xn+1=xn+1|Xn,� , X0]1Xn=xn� 1X0=x0] =E[P (Xn, xn+1)1Xn=xn� 1X0=x0]

= P (xn, xn+1)E[1Xn=xn� 1X0=x0]

et donc

P(Xn+1 = xn|Xn = xn,� , X0 = x0)= P(Xn+1 =xn+1,� , X0 = x0)
P(Xn =xn,� , X0 = x0)

=P (xn, xn+1).

Exercice 3. Soit (Xn)n�0 le processus stochastique à valeurs sur N donnée par

Xn+1 =
{

Xn− 1 si Xn > 0
UKn si Xn = 0

où (Un)n�1 est une suite iid à valeurs sur N et de loi ν(x) = P(U1 = x) > 0 pour tout x ∈ N et
Kn = card{k ∈N : k � n etXk = 0} est le nombre de zéros dans la suite (X0,� , Xn). Soit Ty = inf
{n � 0: Xn = y}.

a) Montrer que (Xn)n�0 est une chaîne de Markov homogène de matrice de transition P
donnée par

P (x +1, x)= 1 et P (0, x) = ν(x) ∀x∈N.

b) La chaîne est-elle irréductible? Soit S0 = inf {n > 0: Xn = 0}. Calculer P0(S0 = k) pour
tout k ∈N. En déduire que 0 est un état récurrent et que Px(Ty < +∞) = 1 pour tout x,
y ∈N.

c) Soit ϕx,y(t) = Ex[tTy] pour tout t ∈ ]0, 1]. Montrer que Ex[Ty] = limt↗1− ϕx,y
′ (t) (limite

pour t que tends à 1 de façon croissante) où ϕx,y
′ (t) =dϕx,y(t)/dt.

d) Montrer que ϕx,y(t)= t ϕx−1,y(t) si x� y et x > 0 et calculer ϕx,y(t) pour x� y.

e) Montrer que, pour tout y > 0

ϕ0,y(t) =

∑
z�y ν(z)tz+1−y

1−
∑

z<y ν(z)tz+1 .

f) Donner une formule pour Ex[Ty].

g) Soit µ(x) = P(U1 � x). Montrer que µ est une mesure invariante pour P et décrire
l’ensemble de toutes les mesures invariantes pour P .

h) Montrer que P admet une unique probabilité invariante π si et seulement si E[U1] < +∞.

i) Vérifier que si U1 est intégrable on a π(0) =1/E0[S0].
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j) Montrer que pour tout x > 0 on a Ex[Sx] = x + E0[Tx] et vérifier que si U1 est intégrable
alors π(x) =1/Ex[Sx] pour tout x � 0.

Solution. a) La probabilité P(Xn = xn, � , X0 = x0) est non-nulle si et seulement si le vecteur
(x0, � , xn) est tel que xk > 0 ⇒ xk+1 = xk − 1 pour tout 0 � k < n. Dans ce cas, si xn > 0 on a
que

P(Xn+1 = xn+1, Xn =xn,� , X0 = x0)= 1xn=xn+1+1

Si xn = 0 on considère le nombre m = card{k ∈N : k � n, xk = 0} de zéros dans les premiers n élé-
ments de la suite. Soient i1, � , im leur positions (c-à-d xik = 0 pour tout 1 � k � m). Evidem-
ment im = n car on suppose que xn = 0. Alors

{Xn+1 =xn+1,� , X0 = x0}= {X0 = x0, U1 =xi1+1,� , Um−1 = xim−1+1, Um = xn+1}

et aussi

{Xn = xn,� , X0 =x0}= {X0 = x0, U1 =xi1+1,� , Um−1 =xim−1+1}

car connaître les position i1, � , im des m zéros et la taille des « sauts » (Uk)1�k�m permet de
reconstruire sans ambiguïté toute la suite X0,� , Xn. Donc

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn,� , X0 =x0) =
P(X0 = x0, U1 = xi1+1,� , Um−1 =xim−1+1, Um = xn+1)

P(X0 =x0, U1 = xi1+1,� , Um−1 = xim−1+1)

=
P(X0 = x0, U1 =xi1+1,� , Um−1 = xim−1+1)P(Um =xn+1)

P(X0 =x0, U1 = xi1+1,� , Um−1 = xim−1+1)
=P(Um = xn+1) = ν(xn+1)

par indépendance de Um par rapport à (X0, U1, � , Um−1). Cela montre que (Xn)n�0 est une
chaîne de Markov avec matrice de transition annoncé.

b) Il est clair que si x � y alors P y−x(x, y) = 1 et donc x→ y. Au même temps P (0, y) = ν(y) >

0 et donc 0 → y pour tout y ∈ N. Cela implique que x → y pour tout x < y car P x+1(x, y) =
P x(x, 0)P (0, y) = ν(y) > 0. On a donc x↔ y pour tout x, y ∈N et la chaîne est irréductible. De
plus

P0(S0 = k) =P0(X1 = k)= ν(k)

et donc P0(S0 < + ∞) =
∑

k=0

∞
ν(k) = 1 ce qui montre que 0 est un état récurrent et donc que la

chaîne est elle même récurrente (car irréductible). Si x � y � 0 alors Px(Ty < + ∞) = Px(Ty < +
∞, Xy−x = y) = 1 car Px(Xy−x = y)= 1. Si x < y alors par récurrence de y on a Py(Ty < +∞) =
1 mais aussi 1 =Py(Ty < +∞)=Py(Ty < +∞, Xy−x = x) =Px(Ty − (y − x) < +∞) =Px(Ty < +
∞) où on a utilisé la propriété de Markov dans la deuxième égalité.

c) En dérivant on a que

ϕx,y(t) =Ex[tTy] =
∑
k�0

tkPx(Ty = k) ϕx,y
′ (t) =

∑
k�1

k tk−1Px(Ty = k)

et par convergence monotone quand t↗1− on obtient

lim
t↗1−

ϕx,y
′ (t)= lim

t↗1−

∑
k�1

k tk−1Px(Ty = k)=
∑
k�1

kPx(Ty = k)=Ex[Ty].
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d) Si x� y et x > 0 on a que

Ex[tTy] =
∑
k�1

tkPx(X1 = x− 1, Ty = k)=
∑
k�0

tkPx−1(X0� y,� , Xk−1� y, Xk−1 = y)

=
∑
k�1

tkPx−1(Ty = k − 1)

=Ex−1[tTy+1] = t ϕx−1,y(t).

Par récurrence on a: ϕx,y(t)= tx−yϕy,y(t)= tx−y car ϕy,y(t)= 1.

e) Par Markov on a

ϕ0,y(t)=
∑
k�1

tkP0(X1 =U1, X1� y,� , Xk−1� y, Xk = y)

=
∑
k�1

tk
∑
z�0

P(U1 = z)Pz(X0� y,� , Xk−2� y, Xk−1 = y)

=
∑
z�0

P(U1 = z)
∑
k�1

tkPz(X0� y,� , Xk−2� y, Xk−1 = y)

= t
∑
z�0

P(U1 = z)ϕz,y(t)= t
∑
z�y

P(U1 = z)ϕz,y(t)+ t
∑
z<y

P(U1 = z)ϕz,y(t)

=
∑
z�y

P(U1 = z)tz+1−y + ϕ0,y(t)
∑
z<y

P(U1 = z)tz+1

et donc

ϕ0,y(t)=

∑
z�y ν(z)tz+1−y

1−
∑

z<y ν(z)tz+1

f)

ϕ0,y
′ (t) =

∑
z�y (z + 1− y)ν(z)tz−y

1−
∑

z<y ν(z)tz+1
+

(
∑

z�y ν(z)tz+1−y)(
∑

z<y (z + 1)ν(z)tz)
(1−

∑
z<y ν(z)tz+1)2

E0[Ty] = ϕ0,y
′ (1− ) =

∑
z�y (z +1− y)ν(z)+

∑
z<y (z + 1)ν(z)∑

z�y ν(z)
=

∑
z�0 (z +1)ν(z)∑

z�y ν(z)
− y

Si x � y on a Ex[Ty] = x− y et si 0 � x < y on a ϕx,y(t) = ϕx,0(t)ϕ0,y(t) ce qui donne en dérivant
que Ex[Ty] =Ex[T0] +E0[Ty] et donc que

Ex[Ty] = x− y +

∑
z�0 (z + 1)ν(z)∑

z�y ν(z)
=x− y + E[U1 + 1]

P(U1 � y)

g) On a µ(x)=
∑

z�x ν(z) et donc

µP (x)=
∑

z

P (z, x)
∑
k=z

∞
ν(k)= P (0, x)

∑
k=0

∞
ν(k)+ P (x+ 1, x)

∑
k=x+1

∞
ν(k)

= ν(x)+
∑

k=x+1

∞
ν(k)= µ(x)
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Par irréductibilité, toute mesure invariante θ doit être un multiple de µ : θ(x)= cµ(x).

h) La mesure µ est normalizable si et seulement si

Z =
∑
x�0

µ(x)=
∑
x�0

∑
k�x

ν(k)=
∑
k�0

∑
0�x�k

ν(k) =
∑
k�0

(k + 1)ν(k)=E[U1] + 1 <+∞

et alors π(x) = µ(x)/Z est une probabilité invariante pour P et par l’irréductibilité de P elle est
la seule.

i) On a

E0[S0] = 1 +
∑
z�0

ν(z)Ez[T0] = 1 +
∑
z�0

ν(z)z = 1 +E[U1]

et donc

π(0)= µ(0)
1 +E[U1]

= 1
E0[S0]

j) En général pour tout x > 0

π(x)= µ(x)
1 +E[U1]

=

∑
k�x ν(x)∑

k�0 (k + 1) ν(k)

et

Ex[Sx] = 1+Ex−1[Tx] = x+E0[Tx] =

∑
z�0 (z +1)ν(z)∑

z�x ν(z)
= 1

π(x)
.
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