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o, .
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[Durée une heure et demi. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independantes.

Seule les reponses soigneusement justifiées seront prise en compte.]

Exercice 1. On considére deux v.a. X,Y telles que Y: Q@ - N et P(Y 2 k) = p*=1 pour tout
k>1et

Ellxs:Y]=e""* pourt >0

a) Montrer que X est une v.a. continue et calculer sa densité de probabilité fx.
b) Calculer P(Y =k|X >t) pour k€N et t >0.

Solution. a) On a P(Y =k)=P(Y > k) —P(Y >k+1)=(1—p)p*~! pour k> 1, alors

e '(1-p)

P(X >1)=E[lys] =E[E[lxs V]| =Ele =3 e "pF'(1-p)== e

k>1

La fonction de répartition étant continue (en effet C' par morceaux), la v.a. est une v.a. con-
tinue et sa densité est donné par

fX(t):f%P(X>t):% t>0

Elly— _ _ _
P(Y =k|X > 1) = PRl ety pe),

Exercice 2. Montrer que le processus (X,),>0 & valeurs sur I'espace discret M est une chaine
de Markov homogéne avec matrice de transition P si et seulement si, presque stirement

E[f(Xnt1)|[Xn, ..., Xo] = (P f)(Xn)
Solution. Si (X,)n>0 est une chaine de Markov alors
P(Xnt1=2nt+1|Xn=2n, ..., Xo=20) = P(n, Tn41)-
La définition de ’espérance conditionnelle donne
E[f(Xnt+1)9(Xn, ... Xo)]

= > @) 9@, s 20)P(Xp g1 = 2n 1| Xn = 2)P(Xpy = @, ., Xo=10)

0y Tn+1

= Z f(anrl)g(xna-“aI'O)P(anrlvxn)IP(Xn:xnv--~7X0:x0)

Ly T 41

= Z Pf(an)g(@n,....x0)P(Xpn=2p, ..., Xo=1x0)

Z0s.e 3T



Etant ca vrai pour n’importe quelle g mesurable et bornée on a que
E[f(Xns1) [ Xns s Xol = (P(X),  pos..
D’autre part si la formule avec ’espérance conditionnelle est vrai on a que
P(Xnt1=%ny1,.., Xo=20) =E[lx, =z, 1 X, =2, 1 Xo=20]
=E[E[lx, =201 Xns s Xo] X =an 1 x0=a0) = B[P (X, ot 1)1 x, =2, 1 x0=0]

=P(@n; Tnt1)E[lx, =z, 1xX0=a0]

et donc

]P(Xn+1 =Tn+1, ...,X()::E()) o

P(Xpt1=zn|Xn=2an,..., Xo=120) = P(Xy—m. Xo—m0)

P(xn, Tnt1).

Exercice 3. Soit (X,)n>0 le processus stochastique a valeurs sur N donnée par

X,y = X,—1 si X, >0
nt Uk, siX,=0

ot (U,)n>1 est une suite iid & valeurs sur N et de loi v(x) = P(U; = x) > 0 pour tout = € N et
K, =card{k e N:k<net X; =0} est le nombre de zéros dans la suite (Xo,..., X,,). Soit T}y =inf

{n>20:X,=y}

a) Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P

donnée par

Plxz+1,z)=1 et P(0,z)=v(z) Va € N.

b) La chaine est-elle irréductible? Soit Sy = inf {n > 0: X,, = 0}. Calculer P¢(Sy = k) pour
tout k € N. En déduire que 0 est un état récurrent et que IP,(T, < + c0) =1 pour tout z,

yeN.

c) Soit ¢y ,(t) = E,[t""] pour tout ¢ € ]0, 1]. Montrer que E,[T}] = lim¢ ~1— ¢} ,(t) (limite

pour ¢ que tends & 1 de fagon croissante) ou ¢y, ,(t) =dp, ,(t)/dt.
d) Montrer que @y (t) =t wg—1,4(t) si x# y et >0 et calculer ¢, ,(t) pour z >y.

e) Montrer que, pour tout y >0

D DR
‘PO,y( )* 1— Zz<y I/(z)tz""l'

f) Donner une formule pour E4[T,].

g) Soit p(z) = P(U; > x). Montrer que u est une mesure invariante pour P et décrire

I’ensemble de toutes les mesures invariantes pour P.

h) Montrer que P admet une unique probabilité invariante 7 si et seulement si E[U;] < + oco.

i) Vérifier que si U; est intégrable on a 7(0) =1/IE[So].



j) Montrer que pour tout z >0 on a E,[S,] =z + Eo[T,] et vérifier que si Uy est intégrable
alors 7(z) = 1/IE,[S;] pour tout x > 0.

Solution. a) La probabilité P(X,, = x,, ..., Xo = 2o) est non-nulle si et seulement si le vecteur
(zo, ..., Tn) est tel que x> 0= 211 = — 1 pour tout 0 < k < n. Dans ce cas, si 2, >0 on a
que

]P(Xn+1 =Tn+1, Xn=2n, ... X0:$0) = 1xn=xn+1+1

Si z, =0 on considére le nombre m = card{k € N: k <n,z; =0} de zéros dans les premiers n élé-
ments de la suite. Soient i1, ..., i, leur positions (c-a-d z;, = 0 pour tout 1 < k < m). Evidem-
ment i, =n car on suppose que z, =0. Alors

{Xn-i-l =Tn+1, ...,Xoil’o} = {Xoil’o, U1 =Ty +1y -0y Um—l =i, _1+1, Um:In+1}
et aussi

{Xn:mn; '“;XO:I'O}:{XOZI'O; U1:$i1+1, seey Um,1 :mim,1+1}

car connaitre les position i1, ..., i, des m zéros et la taille des « sauts » (Ug)1<k<m permet de
reconstruire sans ambiguité toute la suite Xy, ..., X,;. Donc

]P(X():xo, U1 =Tj41s -4y Um71 =X, 141, Um:InJrl)
]P(X():ﬂ?(), Ul =Tig41y -y Umfl :mim,r%l)

P(Xnt1=Zn+1|Xn=2n,..., Xo=1x0) =

]P(onwo, U1 = Tgp41yeeny Um_l =T 71+1)]P(Um=xn+1)
P(Xo=z0,U1=2i; 11, Un—1=2i,,_,+1) (U =Zn1) =v(@n11)

par indépendance de U, par rapport a (Xo, Ui, ..., Upn—1). Cela montre que (X,)n>0 est une
chaine de Markov avec matrice de transition annoncé.

b) Il est clair que si x > y alors PY~%(x,y) =1 et donc z — y. Au méme temps P(0,y) =v(y) >
0 et donc 0 — y pour tout y € N. Cela implique que x — y pour tout x < y car P*T1(z, y) =
P*(x,0)P(0,y) =v(y) > 0. On a donc z « y pour tout x, y € N et la chaine est irréductible. De
plus

IPo(SO = k) = ]Po(Xl = k’) = V(k’)

et donc Py(Sp < + o0) = Z::O v(k) =1 ce qui montre que 0 est un état récurrent et donc que la
chaine est elle méme récurrente (car irréductible). Si > y > 0 alors P(T, < 4+ 00) =P, (T, <+
00, Xy_z=y) =1 car Py(X,_,=y)=1. Si x <y alors par récurrence de y on a P, (T, <+ o0) =
1 mais aussi 1 =Py(Ty <+ 00) =P, (Ty<+00,Xy—o=2)=P,(Ty — (y —z) <+ 00) =P (T, < +
o0) ou on a utilisé la propriété de Markov dans la deuxiéme égalité.

¢) En dérivant on a que

Saa:,y(t) :Ez[tTy] :Z t* P ( y*k) QOQIL y Z ktkillp y*k)
k>0 k>1

et par convergence monotone quand t 1 — on obtient

lim ), ()= hm LY kR TIP( )= kPu(T,=k) =TE,[T,).

k>1 k>1



d) Siz#y et x>0o0n aque

Eaz[tTy] = Z tklpaz(Xlzz - 17Ty:k) = Z tklpa:fl()(O?é Y, -~-a)(kfl§'é ankflzy)
k>1 k>0

=) P, A(Ty=k—1)

k>1
=B, 1tTv T =t pu_1,4(t).

Par récurrence on a: @z () =" Yo, (1) =17 7Y car @, 4(t) =1.

e) Par Markov on a

po,y(t) =Y tFPo(X1=U1, X1 #y,..., X1 £y, X =)
k>1

_Z tkz UI—Z XO%yM'HXk‘—Q?éank‘—l:y)

k>1 220

= Z ]P(Ulzz) Z tkIPZ(XO?é Y, ...,Xk_gyé y,Xk_lz y)

2>0 k>1

=ty PUi=2)p: ()=t Y PUr1=2)pzy(t)+1 Y PU1=2)p. 4(t)

z>20 T z2<y
zZ2y z<y
et donc
D asy V(ETITY
Po,y(t) = - Z+1
1=, ., vt
f)
b (1) = Desy (ZH1—yr(z)t=™Y N (X5, V(TN ., (24 1u(2)t?)
0, =
Y 1=, ., v(x)tz ! (1=>,, v(E)EFF)?

2y BHl-y) 30, (A Dp(2) 3o, (B Dr(z)
22211 v(z) Zz)y v(z) Y

SizzyonalE,[T)=c—yetsi0<z<yona g y(t)=ws0(t)po,y(t) ce qui donne en dérivant
que E,[T,] =E;[To] + Eo[T,] et donc que

7 d.so 2+ Dr(z) E[U; + 1]

g) Ona pu(z)=3%" ., v(z) et donc

pP(@)=>" P(z,2) > v(k)=P(0,2) Y v(k)+Pz+1,2) > v

k=x+1

=
n

=
(=)

z



Par irréductibilité, toute mesure invariante 6 doit étre un multiple de u : 6(z) = cu(z).

h) La mesure p est normalizable si et seulement si

Z=>"u@) =Y vk)= " > vk)=> (k+Duk)=E[)]+1<+o0

z>0 220 k>z k>0 0<z<k k>0

et alors w(x) = pu(x)/Z est une probabilité invariante pour P et par l'irréductibilité de P elle est

la seule.
i) On a
Eo[So) =1+ > v(2)E.[Tol =1+ Y v(2)z=1+E[U)]
220 220
et donc

- 1+ E[Ul] EO[SO]
j) En général pour tout x >0

r(z)= plx) Dgsa v(@)
I+ E[U] Y, (k1) v(k)

et

E,[S,] =1+ Ey_1[T3] = + Eo[Ty] = Yaso GHDV(E) 1

2ena V(2) m(x)




