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Rattrapage

[Durée deux heures. Aucun document n’est autorisé. Tous les exercices sont independants. Seules les
reponses soigneusement justifiées seront prises en compte.]

Exercice 1. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov homogéne sur l’espace d’états dénombrable M
et de matrice de transition P: M x M — [0, 1]. Montrer que les processus suivantes sont des
chaines de Markov homogénes et préciser leurs matrices de transition:

a) Wo=X,14,n20;

c) Zn=Xp,,n=000T,=51+ 4+ Sp, To=0 et (Sy)n>1 est une suite iid a valeurs dans
{1,2,3,..} =N+1.

d) Qn = (Xn, Xnt1), n > 0 (remarquons que (Qn)n>0 est un processus sur 'espace d’états

M2=M x M).

Exercice 2. Soit (Y;)n>1 une suite de v.a. positives (Y, > 0), indépendantes et telles que
E[Y,] = 1. Soit F,, = oY1, ..., Ya), n > 1 et Fo = {@, 0} la filtration naturelle des Y,,. Posons
Xo=1et X, =", Ya.

a) Montrer que (X,)n>0 est une martingale par rapport a la filtration (Fp)n>0. En déduire
que (v Xn)n>o0 est une sur-martingale pour la méme filtration.

b) On suppose que

II EvFil=o
k=1

Montrer que la suite (v/Xp)n>0 converge et déterminer la limite (Sugg: utiliser le lemme
de Fatou).

¢) En déduire la convergence presque stre de la suite (X,,)n>0. Montrer que (v Xp)n>0 ne
converge pas dans L(Q, P).

d) On suppose maintenant que

ﬁ E[VY:] > 0.
k=1

Montrer que (v/X,)n>0 est une suite de Cauchy dans L?(Q2, P).

e) En déduire que (X,),>0 est une suite de Cauchy dans L'(Q, P) et aussi quelle converge
dans L'(Q,P).



Exercice 3. Soit (X,,),>0 la chaine de Markov sur M ={1,2,3,4,5,6} de matrice de transition
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Déterminer les classes de communication et classifier les états en transients ou récurrents.
La chaine est-elle irréductible?

Soit T, = inf {n > 0: X,, = x}. Calculer P(Ty = n|Xy=1>5) et P(T5 = n|Xo=5) pour tout
n>1.

Calculer IP(T4 < T5|X0 = 3)
Déterminer les probabilités invariantes de la chaine.

Soit u(x) =IE,[T5] pour tout x € M. Déterminer I’équation linéaire satisfaite par w.



