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3 Comportement asymptotique des martingales

1 Convergence presque sure

On rappelle que une sur-martingale (X,)n>1 peut étre considérée comme le gain dans un jeu
défavorable, au sens ot AX,, est notre gain (pour une mise de 1) dans I'n-éme partie, le carac-
tére défavorable du jeux viens du fait que E[AX,,|F,,_1] <0 : en moyenne on perd.

Fixons a < b deux réels quelconque et considérons la stratégie de jeu suivante: on commence
par attendre le premier instant S; ot Xg, < a, & ce moment on commence a jouer jusqu’au pre-
mier instant 77 > S; ot X7, > b. A ce moment on a gagné la quantité X, — Xg, > b —a et on
s’arréte de jouer jusqu'a Sz >7Tj ou Xg, redevient <a et on recommence. Si ’on fixe un horizon
temporel n < co et l’on note U, (a, b) le nombre de fois que (Xj)1<r<n passe de | — oo, al & |b, +
oo[ et W, notre gain en utilisant la stratégie décrite on a que

W, —=Wo2 (b—a)Uy(a,b) — (X, —a)— (1)

Le terme (X, — a)_ corresponds a ce que on a eventuellement perdu dans la derniére montée
avant d’atteindre b. Il est aussi facile voir que (Wp,)n>1 est une sur-martingale car on peut écrire

Wn:W0+Z H,AX,
k=1

avec Hy, = %77 Ts,<n<t,—1 = Ljneu,o,(s,,1,—1]}- De fagon équivalente on peut définir (Hy)n>1
par récurrence: Hy =0,

Hyp1=1n,—0,x,<a+1,=1,x,>b-
n
Alors Un(a, b) = Zi:Q I[Hn,:07Hn,—1:1'
Exercice 1. Montrer que (H,),>1 est un processus prévisible.

Pour montrer que I’équation (1) est satisfaite pour tout n on définit T, =sup (0< k < n: Hy=
0). C’est le dernier instant avant n ou on recommence la stratégie d’achat. Ce n'est pas un
temps d’arrét. A ce moment, X7, < a, Un(a,b) =Ur,(a,b) et W,, — Wr, = X,, — X7, car Hy =1
pour tout T, < k <n. Or W, — Wy > (b—a)Ur,(a,b) car chaque traversée montante il nous fait
gagner au moins (b —a). Alors

Wy, —=Wo=Wrp, —Wo+X,,— X1, 2 (b—a)Ur,(a,b)+ X, —a
=(b—a)Up(a,b)+ (X, —a)r — (X, —a)_
2(b—a)Uy(a,b) — (Xp,—a)_.
Du fait que (Hp)n>1 est prévisible et que 0 < H,, on obtient que (W,)p>1 est une sur-martin-
gale :
0> B[W, — Wo) > EUn(a, b))(b— a) — E[(X, — )]

(dans un jeu défavorable, tout stratégie ne peut qu’apporter des pertes en moyenne). On en
déduit donc le lemme suivante (car E[(X,, —a) -] < E[(X,, —a)-] + E[(X,, — a)+] =E[| X, — a])

Lemme 1. (D0OOB) Pour tout a<b et n>1 on a que

E[| X —a]]

E[Un(a,b)] < =1
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ce qui donne une estimation du nombre de tranversées montantes de I'intervalle [a, b] par le pro-
cessus (Xk)1<k<n en fonction d’une moyenne sur sa valeur terminale. Une conséquence impor-
tante pour les sur-martingales bornées dans L' est donnée par le corollaire suivante:

Corollaire 2. Soit (X,),>1 une sur-martingale bornée dans L'(c-a-d sup,E[|X,]] < +o0),
alors st on note U(a, b) = supp>1Un(a, b) le nombre de traversées de lintervalle [a, b] par
(Xn)n>1 on a que

P(U(a,b) =+00)=0
pour tout a <b.
Démonstration. Par 'inégalité de Doob sur le nombre des montées de (X,,),>1 on a que

< A E[Xn]] - atsupnB[.X,]

E[U,(a,b <
[Uyn(a, b)) A [ < +o00
pour tout a <b et n>1. Par convergence monotone on a
E[U(a,b)] = lim E[Un(a,b)] < %@W <400
et donc que P(U(a,b) =+400) =0 pour tout a <b. O

Tout cela montre que une sur-martingale ne peut pas osciller de facon trop irréguliére et que
ca est liee au fait qu’il est impossible trouver des stratégies gagnantes sur une sur-martingale.
Réciproquement un théoréme analogue peut montrer que une sous-martingale bornée en L'
n’admet pas une infinité de traversées descendantes et donc que en jouant sur une sous-martin-
gale on ne peut pas perdre une quantité illimité d’argent.

Le théoréme principale de ce chapitre est le suivante (a remarquer qu’il est formulé seule-
ment pour les sous-martingales):

Théoréme 3. (DooB) Une sous-martingale (Xp)n>1 bornée dans L' converge p.s. vers une
v.a. X € L1

Démonstration. Le processus Y, = —X,, est une sur-martingale bornée dans L'. Soient L, =
limsup, Y, et L_ = liminf,Y,,. Supposons que P(L_ < L;) > 0 (c-a-d Y;, ne converge pas p.s.).
Par continuité de la probabilité P il existent a <b tels que P(L_<a<b<Ly)>0. Or

{L_<a<b< Li}C{U(a,b)=+oc0}

et on obtient donc que P(U(a, b) = +00) > 0 en contradiction avec la conséquence de la borni-
tude en L' de (Y;,),>1. Donc on doit avoir P(L_ < L;) =0 ce que donne la convergence p.s. de
(Yo)n vers Y = L_ = L. et donc de (X,)n>1 vers X = =Y. Or, par Fatou, E[|X]|] =
E[liminf, | X |] <liminf,E[| X,,|] < +oc et donc X € L1. O

L’équivalent pour les sur-martingales est le théoréme suivant.

Théoréme 4. (DooB) Une sur-martingale (X,)n>1 positive converge p.s. vers une v.a. X €
L.

Démonstration. On a que E[|X,|] = E[X,] < E[X(] par positivité et propriété de sur-martin-

gale. Donc (—X,,),>1 est une sous-martingale bornée dans L'. Par le théoréme précédente elle
converge vers un limite —X € L!. Cela revient a dire que X,,— X p.s. et X € L. O

Exercice 2. Montrer que si X > 0 est une v.a. et que P(X > 0) > 0 alors il existe € > 0 tel que
P(X > ¢e) > 0 (Sugg: considérer les événements {X < 1/n} et montrer que si P(X > 1/n) =0
alors IP(X >0)=0).

Exercice 3. Montrer que {L_<a<b< L4} C{U(a,b) =400} pour tout a <b.

Remarque 5. Bien que la limite d’une sous-martingale bornée dans L! soit une v.a. dans L1,
cette convergence n’a pas a priori lieu dans L'. Voici un contre-exemple.
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Soit (Zyn)n>0 une suite iid avec P(Z,,=+1)=1—-1P(Z,,=—-1)=p. Soit u>1. On pose Xo=2z
et X,,+1 = u?"+1 X,,. Supposons que p = 1/(1 + u) de telle sorte que E[u?"+] = 1. Alors il est
facile de vérifier que (X,)n>0 est une martingale et donc E[X,,] = E[X(] = z. Par la loi forte des
grands nombres on a

1—u
| — Zy=E[Z]=2 1=
nin;onz k= 1 p= 1+u<0
d’ou
1/n
<&> —u?Plcl p.s.
T

Ainsi X,, — 0 p.s., alors que son espérance est constante! (et donc X,, -+ 0 dans L1).

2 Martingales bornées dans L2

Théoréme 6. Soit (M,),>0 une martingale telle que o = sup,>oE[M?2] < +00. Alors la suite
M, converge dans L*(Q) et p.s.

Démonstration. On écrit la martingale comme somme de ses incréments:

Mn:MO—i-zn: AM;

et on remarque que les incréments sont orthogonaux: si n > k:
E[AM, AM;]) =E[E[AM,AM|F,-1])] =E[E[AM,|F,-1]AM;] =0
car AMEF;, C Fn_1. Donc
E[M, z": E[(AM;)?]
et B
E[M§] + Z [(AM;)?]

ce qui implique que la suite > w1 AM;j converge dans L?(Q) et donc que M., = lim, M,, dans
L?: en effet pour tout k' >k >n

k' 0o
E[| My — Mi)= Y~ E[(AM)I< > E[(AM)?—0
=k+1 f=n+1

quand n — +o0. La suite (M,),>0 est donc de Cauchy dans L?(2). Comme la martingale est
aussi bornée dans L' C L? alors M,, — X p.s. On veut montrer que M, = X p.s. De la conver-
gence L? de M, vers M, on peut déduire que il existe une sous-suite (nk)k>1 telle que M, con-
verge p.s. vers M. Mais alors Mo, =limy M, =lim, M,,=X p.s. . ]



