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1. Soit (X,,) une suite de variables aleatoires independantes et identiquement distribuées sur un
ensemble S denombrable, de loi p.

(a) Montrer que Y,, = (X, X,+1) est une chaine de Markov sur M = S x S. Calculer sa
matrice de transition et sa probabilité stationnaire.

(b) Donner une condition sur p qui implique {Y},},, recurrent positif.

(c) Soit Z, = (Xn, Xnt1, Xn+2)- {Zn}n est une chaine de Markov ?

2. Soit (Y;,)n>1 une suite de variable aléatoire positives indépendantes. On suppose que ¥n > 1,
Y, € L' et E(Y,) = 1. Soit Fo = {0,Q} et Vn > 1, F,, = 0(Yy; k < n). Posons Xg = 1 et
Xn =1l Ys.

(a) Montrer que (X,),>0 est une martingale par rapport la filtration (F,,n > 0) . En
déduire que (v/Xy)n>0 est une sur-martingale par rapport a la méme filtration.

(b) On rappelle qu'une sur-martingale positive converge p.s. On suppose que
o
[[EWY) =o.
k=1

Donner la limite de la suite (v/X,,)n>0. Pour cette question on utilisera le lemme de
Fatou.

(c) En déduire le convergence p.s de la suite (X,,)n>0. Montrer que (v/X5)n>0 ne converge
pas dans L.

(d) On suppose maintenant que

[[EWY >o0.
k=1

Montrer que (v/X,)n>0 est une suite de Cauchy dans L.

(e) En déduire que (X,)n>0 est une suite de Cauchy dans L' et ainsi qu’elle converge dans
L.
3. On considere (&;,7 > 1) une suite de v.a. indépendantes et de méme loi donnée par
On pose Sy =0 et
Sp =& + ...+ &, pour n > 1.

Enfin on travaille avec la filtration (F,,n > 0) ou F, est la tribu engendrée par ({1, ...,&n),
n>1et Fy={0,Q}.

(a) On pose ¢(z) = ((1 —p)/p)*, € N. Montrer que ¢(S,,),n > 0 est une martingale.

(b) Soit T, = inf{n >0: S, =z}, x € N. Le but de cette question est de montrer que pour

a<0<b,
¢(b) — ¢(0)

< T = 50— ota)



i. Montrer que T, A T}, est un temps d’arrét presque strement fini.
ii. Montrer que E[¢(ST,A1,)] = ¢(0).
iii. Exprimer E[¢(S7,11,)] en fonction de ¢(a), ¢(b) et P(T, < T}), puis conclure.

Dans les deux questions suivantes, on suppose que 1/2 < p < 1 (et toujours a < 0 < b).

(c) Montrer, par exemple en utilisant la question précédente, que
P(min S, < a) = P(T, < 00) = (1 — p)/p) "
n

et P(Tp < c0) = 1. En déduire que E[min, S,] > —oc.
(d) i. Montrer que X,, =S, — (2p — 1)n,n > 0 est une martingale.

ii. En déduire que (2p — 1)E[T;] = E[S7,] (indication : utiliser E[min, S,] > —o0).
Calculer la valeur de E[T}].



