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Exercice 1.— a) Lesvariables aléatoires SA T et Sv T sont a valeurs dans N U {oo} et pour tout
neN, {SAT=sn={Ssnju{TsneF,et{SVT <n}={S<n}n{T < n} e %,. Ce sont donc
des temps d’arréts.

b) La v.a. T est a valeurs dans N U {oo} et pour tout n € N, en remarquant que pour 0 < k < n,
{X;, ¢ B} ={Xy€B}e ,ona
n-1

{T=n}={Xp,eBIn [ {Xx¥B} € Fp.

k=0
Egn Egkcgn

C’est donc un temps d’arrét.

¢) Lav.a. T estavaleurs dans N U {oo} et pour tout n € N, en remarquant que {Xj < Yy_1} = (Yg_1 —
X! (R}) € Fy car Yy est F_1—mesurable et donc Fr—mesurable et X aussi, on a

n-1
{T=n} :an =2Y,-1in ﬂ { Xk < Yp_1} € 7.
T k=1 gcs,

On en déduit que T est un temps d’arrét.
De plus, comme Y, = X, si T =n,0na Yrli7coo} = Xi=1 Ynlir=n = Li=>1 Xnir=n = X71{T<00}-
d) Lava. U estavaleurs dans NU {oo} et pour tout n € N,

W=n=U(I=KnE=n-k)eF

k=0 €FCFn  €Fp_1CFn

eFy
C’est un temps d’arrét.

e) Lava. T estavaleurs dans NU {oo} et pour tout n € N,

{T>n}=({Tx>n= ({Tk<n}eFy.
keN keN

C’est donc aussi un temps d’arrét.

Exercice 2. —
Soit n € N, W,, est &,,—mesurable (comme fonction continue en les (Y;)o<i<;) €t comme |S,| < n,on a

E[Wnll <E[ISnll+|2p-1|n<n+|2p-1|n<oo,
c’est a dire W, € L. De plus,

EWne1 1 Fnl=S—Cp-1D(n+1)+E[Yy41]1 =W,



car Y4 estindépendante de &, et E[Y;+1] =2p — 1. Donc (W) nen €st une (&) nen—martingale.
Soit n € N, M,, est &, —mesurable (comme fonction continue de S, qui est %, —mesurable) et

comme —n<S§,<n,ona
1-p\* (1-p\7"
O<E[M,]<s|——]| V|— <00
p p

c’est adire M, € L'. De plus,

— Sn — Yn+1
55
p p

1_ Sn 1_ Yn+1
(5] |5
p p

(1_p)Yn+1
p

(1_p)Yn+l
p

Donc (M) nen est une (%) nen—martingale.

E[Mpq | Fnl=E

S, | car S, est &,,—mesurable

car Y1) estindépendante de &,

l—p)
= Xp+
( p

Exercice 3. —
Soit n € N. Remarquons que {T > n} = {T < n}° € &,, donc 17>y est F,—mesurable et donc Z;, est
Z,-mesurable comme somme et produit de variable aléatoires mesurables. Comme X, Y,, € L', on a

EllZnl] =E[IXul] +E[| Y]] < oo,
c’est a dire Z, € L. De plus,
E(Zy1 | Fpl = [E[Xn+11{T>n+1} + Yn+1lir<pn+ny | gn]

=E[Xns1 % (Lirsm — Viz=n+1y) + Yos1 ¥ (Lir<m + Lir=n+1) | Fn

= EXpal&Ful lgsm+ ElYualFul  Lr<wy +E|(Yr—X7)li7=ps1y | Fn
—_— —_— N

<Xj, car sur-martingale <Y}, car sur-martingale <0 par hypotheése

<= Xulirsp + Yalir<p = Zj.
Donc (Z,) nen €St une (&) ney—sur-martingale.

Exercice 4. —
Soit n e N, M,% — A, est F,—mesurable (A, est méme %,_;—mesurable). De plus, A,, est intégrable
comme somme de variables aléatoires intégrables (ce sont des espérances conditionnelles). Donc la v.a.
M? - A, est intégrable. Enfin

E[Mpy = Aner | Fn] =E[My = An+ My = M ~E[AM; | F] | Fa] = My — Ap.
Donc (Mfl — Ap) nen est une (¥,) jen—martingale.

Exercice 5. —a) = b) Soit T un temps d’arrét borné, par exemple par Ny € N. Il est clair que
Xunr —— X7 et | X7l < Z]IXEO | X|. On déduit du théoreme de convergence dominé (car
n—oo -

%120 | Xil est intégrable) que X7 € L' et E[Xynr] —— E[X7].
- —00



D’autre part, pour tout n € N, X;a7 = Z]’C‘;é Xilir=13 + Xnlir=n) est F,—mesurable (car X est
Zr—mesurable, {(T=n}={T<n-1}€ %,_1) et

n
E[Xo+ar | Fn] =E| Y. Xilir=iy + Xns11{T2n+1)
k=0

n
=Y Xielir=iy +E[Xns+1 | Fnl Lr=p+1) par F,—mesurabilité

tel
1]
o

I
M=

Xilir=py + Xnl{T2n+1y

I
- o

Xilir=ky + XnliT2n
0

< T

nAT-

Le processus (X, o 1) nen €st donc une martingale. Comme conséquence, onak [X,a7] = E[XoaT] =
E[Xo].
Finalement, on a E[X7] = E[Xp].

b) = a) Soit neNet A€ %,. Lavariable aléatoire Tj, 4 = (n+ 1)1 4+ nl 4c est a valeurs dans {n,n + 1}
et
¢ ifkdi{nn+1}

{Tha=kl =1 A ifk=n
A ifk=n+1
Ainsi, pour tout k €N, {T), 4 = k} € F;. et donc Ty, 4 est un temps d’arrét borné (par n+1).
On en déduit d'une part que E[M,,] = E[My] (prendre A = @) et d’autre part que E [MTn,A] =E[Mpy],
c’est a dire
E[Mp+114] = E[Mpi11ir=pn+1y)

= E[Mo] —E[My1i7=p)]

=E[Mo] —E[M,1 c]

=E[Mplal+E[Mo] —E[Mjy]

=E[M,14].

Cette égalité étant vraie pour tout A € &, et comme M, est ¥,—mesurable, on en conclut que
E[Mp+1 | Fnl = My,. Finalement, (M) nen €St une (&5,) nen—martingale.

Exercice 6.— a) Soit n € N. Lav.a. X, est #,—mesurable et intégrable.
Soit € > 0, comme par hypothése X, —E[X,;+1 | %] = 0 p.s. et par 'inégalité de Markov, on a

P[Xy—E[Xns1 | Fnl >l < e E[(Xn—E[Xns1 | FnDlix,—E1x,0117 156 | < € "E[Xn —E[Xpi1 | Fnll = 0.

On en déduit que X, —E[X;+1 | &1 =0 p.s. et donc que (X},) ,en €5t une martingale.

Remarque 1. On vient de montrer qu'une v.a. positive d’intégrale nulle est nulle p.s.



b) Comme {0} est un borélien, I'exercice 1b) assure que lav.a. T est un t.a.. Soit a présent k € N. On a

0<E[X7ir]l =E

o0
Y Xpsrlir=n)
n=0

(o)
= ) E[Xp+klir=m] carles v.a. sont positives
n=0
(o)
Y E[E[Xpsk | Fnl lir=n] car {T = n} est F,—mesurable

n=0

(e 0]
< ) E[Xnlir=pn] car (X,)nen est une sur- martingale
n=0

=E[X7] =0car X7 =0p.s..
On en déduit X7, =0 p.s. (car une v.a. positive d’intégrale nulle est nulle p.s.).
¢) Remarquons que pour tout i € N, par I'inégalité de Cauchy Schwarz,

ENAX;AYi]) < (E[aX2])" (E[avE])"* < oo

etdonc E[|1X, Y, < (E [Xé])l/2 (E [YOZ])U2 +X7_ E[IAX;AY;] < oo Cest a dire pour tout n € N, la

v.a. X, Y, estintégrable. On a aussi, pour i € N,

EAX;AY; | =E[(X; - X;-1) (Vi - Y1) =E[X; Y — X; Vi1 — Xi1 Vi + X1 Yi-1]
=EEIX;Y;i - XY — XY+ X1 Vi | Fi]]
=EIE[X;Yi | Fim] = Vi BIX; | Fioa] = Xia B LY | Fioa] + Vi1 X
=E[X;Y;] -E[Yj—1 X;-1]

donc

n n
Y EIAX;AYi] = ) E[X;Yi]—E[Yi1 X;-1] = E[X, Yn] —E[Xo Yol
k=1 k=1

d) Soit n €N, M,, est clairement %, —mesurable (elle est définie a partir des (Y;) ie[o, n]]). Onavuala
question précédente que M, est intégrable. De plus,
E [Mn+1 | gn] = Mn +E [Xn+1 Yn+1 - XnYn - AXn+1AYn+l | gn]
= Mn +E [Xn+1 Yn+1 | gn] - XnYn -E [Xn+1 Yn+1 | gn] + XnYn
=M,,.
Le processus (Mp) nen €St une (%) jen—martingale.

e) Notons Hj = 1ix<7y. Comme {T = k} = {T < k- 1} € Z_, le processus (Hy) yen est prévisible et
positif. De plus

n n
Xo+ Y HiAXp = Xo+ Y Ve (X — Xie—1)

=1 =1
n n

=Xo+ ) k=) Xi— ) L=y X1
=1 =1

n n-1
=Xo+ Y L=y Xi— Y Lyer1=1y X
k=1 k=0
n-1
=Xo—lu=niXo+ L=y X + Y (k1) — Ligr1=1) X
k=1
n—-1

=10 Xo+ L=y Xn + Y =1y X
k=1

= Xunt-



f) Remarquons que ¥, c %, car 9, est la plus petite tribu qui rend mesurable les (X;)p<;<n. Donc
ElXn+119,] =E[E[ X1 | Ful 190 =E[X,, | 9] = Xi.

Soit T un temps d’arrét pour la tribu (¥4;,) nen. On a {T = n} € 9, €« &, donc T est aussi un temps
d’arrét pour la tribu (%) nen.

Exercice 7.— a) Lav.a. X = GA(n+1) estavaleurs dans [0, n+1]. Donc %, = 0(X) = (X 1(0),..., X L (n+
D=0{{G=0,{G=1},....{G=n}L{G=n+1}}).

b) Soit ne€N.Lav.a. M, est &,—mesurable. De plus comme
My+1=1iG<n+13— A =p)(GA (n+1)) = My + 1(G=p+1; — (1 = P)LiG=n+13,

il vient
E[Mys1 | Fnl = My +E[LiG=n+1y — 1= P)LiG=n+1y | Fn]

avec, remember I'exercice 3duTD 1,

1

E[1iG=n+1— A= P)Ligznsyy | Fn] = PlGe Tl X E[(Lig=n+1) — 1 = PLiG=n+1) ViG=n+11 ] LiG=n+1)
= —— x(P[G=n+1]1-(1-pP[G=n+1D1>
P[G2n+l]x( [ n+l1l-(1-pP[ n+1D1G=n+1)
_p"la-p-1-p?p"tlia-p)

= 1G>
PIG=n+1] {G=n+1}

=0.

Le processus (Mp,) nen €St une (%) en—martingale.
Comme (M},) sen st une martingale de carré intégrable et que
n

Ap=Y E[IAM;? | Fia] = Y E[(Lig=y — A= PG A D) — LiG=iny + (L= PG A (i = D) | Fii ]
i=1 i=1

I
M=

E[lig=i + (1 - P62 — 20— p) =162 | Fi]

I
—

xP[G=i]l+(1- p)ZIP[GE iI1-201-p)P[G=iDlG=i

1PIG=1]

~
1l

Il
il

n
1 . . .
=Y P (P'A-p)+1-p?p -20-p)?pHlcss
i=1
n
=) pd-plGsy

1l
—_

=pl-p)(GAn),
d’apres1’exercice 4, le processus (Mfl —Ap) neNn = (M,Zl—p(l —p)(GAR)) e €St une (F,) ,en—martingale.

Exercice8.— a) SoitneN, Y1 = ZZ;% Yilir=k3 + Yuli7>p est &, —mesurable (car {T = n} =
(T<n-1l°eF,1cFetY,eF,). Pourtout k< n,onalY;| <2" doncE[|Yar|] <2" et

E(YnsvaT | Fn] =E[Yanr + Va1 — Y) Liz=nsty | Fn]
= YT +E Y1 | Fnl LiTon+1y — Yal(r=n+1y car i7=,41 €t Y, sont &, —mesurables

= Yua1 car (V) pen €st une martingale.

Donc (Y;a7) nen €St une martingale. Ainsi, E[Y,A7] = E[Yp] = 0.



b) Ona
1
PT=n=P[X1=Xo=-=Xp1=-1,X,=1]= on
DoncP[T <oo] = Z‘,’le P[T =n]=1.Deplus, Y7 =1p.s..Onaalors E[Y7] =1 #E[Yp]. La conver-
gence n'a donc pas lieu dans L!. Les hypotheses du théoréme d’arrét ne sont pas vérifiées.

c) Ona
o0 o0 —k 1
E[D]= ) IGk|P[T=k]=) — =oo.
k=1 =1 2

11 faut une fortune infinie pour pouvoir gagner!

Exercice 9: Inégalité de Lundberg. — a) Pour tout n €N, M, est &%, mesurable car est fonction
continue des (X;)je[o, ] €t E[IMyl] = E[TT7_, e®¥] =TI7_, E ["*] =E[#%¥]" = 1 < 00. De plus

E[Mas1 | Fl = E[My x ™51 | £,] = My, x E [eR5r1] = M.

donc (M},) nen est une martingale.

b) Le processus (S;)qen est adaptée a la filtration (%) sen €t 'ensemble [1,00) est un borélien.
D’apres 'exercice 1, question b), T est un temps d’arrét.

¢) On a, par I'inégalité de Markov,

P(Spzl)SP(Syar=11=P Mouat1pg,,oerty | < € R E[Mpat].

MpyaT = eRl] <e RIE

Comme (M, A7) nen €St une martingale, on a E[M 7] = E[M;] = 1. Linégalité s’en déduit.

Exercice 10: La ruine du joueur.— a) Lava. T est avaleurs dans NU {oo}. De plus I'ensemble
{0, N} est un borélien. Donc T est une temps d’arrét.
b) Sin<Talors1<S,<N-1.Sienplus X;4; =---= Xp1ny-1 =1,alors S, y—1 = Sn+21,2]:_11 Xnak =

Sy+N—-1=N,doncT<n+N-1.
¢) On en déduit que

Pn+N-1<T]=Pn+N-1<T|n<TIP[n<T]
=1-Pn+N-12T|n<T)P[n<T]
<A-pN HPn<T]

carP(n+N-1=2T|n<T|2P[Xp1==Xpsna1=11n<T]=pNL
On montre alors facilement par récurrence que pour tout k = 0,

PIT>k(N-D]<1-p" H*xp[T>0]. 1)

La suite (P [T > n]) ,en étant une suite décroissante et minorée, elle converge. On déduit de
queP[T > n] OetdoncP[T <oo] =1.

n—oo

d) SoitneN,lav.a. S, est F,—mesurable et comme |S,| < x+n, S, € L!. De plus
[E[Sn+1 |gn] = Sn +[E[Xn+1 |gn] = Sn +[E[Xn+1] = Sny

doncle processus (S;) en €st une martingale (on a utilisé 'indépendance des (X;) jen €t E[Xj41] =
0).

e) D’apres (1), le temps d’arrét T est intégrable. En effet, E[T] = },,5oP [T = n] avec P[T > n] <
PIT>k,(N-D]<1-pV"Hk ot k, = E(5%5)- Deplus, |Su41 — Spl < 1, donc, d’apres le théo-
reme d’arrét, E[S7] = E[Sg] = x. La v.a. St est a valeur dans {0, N} avec E[S7] = NP[ST = N].
Finalement,

N-x

P[ST=0]= N




f) Soit neN. Lav.a. M, est #,—mesurable. Comme |S,| < x+n,onaE[M,] < ((p/q) Vv (q/p)**" <
oo. Finalement,
(E)Sn (Q)Xnu
p p

ol on a utilisé la &, —mesurabilité de M,, et 'indépendance de Y},+; avec &,. Donc le processus
(Mp) nen st une (F,) jen—martingale.

-1
%) x q) :Mnr

:Mnx(ﬂxp+

p

[E[Mn+l|gn]:[E eg.ﬂ

g) Le processus (Mua7)nen €st une martingale donc E[Mj,7] = E[My] = (g/ p)*. De plus, elle est
bornée et comme le temps d’arrét T est fini p.s., on a M, — M7 par le théoréme de conver-

N
gence dominée. La v.a. St est a valeur dans {0, N} donc E[M7] = P[ST =0] + (%) P[St = N].

Finalement,
AR AN
p p
oo L8
1-(5)
Exercice 11.— a) Le processus (Mpy)xen est adaptéetpour neN,ona0<Yy, < 26%2(n—1)+26<

oo, donc My, € L. Finalement, on a

E{Yp41 | Ful =Y, +E [2621{Xn+1:B,Xn:A} +26(Lx,,,=4) — Lixu=a) | Fnl
=Y,+ 2621{)(”:14}”3 [Xn+1 =B]+26P[X,,+1 = A] —261{Xn:A}
car X est #,—mesurable et X, estindépendante de &,

=Y,+1.

On en déduit que (Y, — 1) ,en €st une (&) ,en—martingale.
b) SoitneN, ona

PlTap>n+11=P[Tap>nTap#n+1]1=P[Typ>n]l-P[Tap=n+1]
et

P[Tag=n+1]=P[Xps1 =B Xy = AVk<n: Xy #Bou Xg_, # Al
=P[Xu+1=B, Xy =ATap>n—1]

1
= —P[Tap>n-1].
gz! TaB ]

Ainsi, ennotanty, =P [Tag > nl,onay,+1 —Yn+7¥Yn-1 1262 = 0 : c’est une relation de récurrence
linéaire du deuxieme ordre. Elle se résout facilement et on trouve

13++168\" 13- /168
Yn=% "8 R s

n
) ,aveca+ f=1.

. /168 N
Ainsi, P[Tap > n] < c" avec ¢ = 13+26168 = 13+ 2}33 1.

On en déduit que E[Tup] = Y jooP [Tag = k] < Y=o’ < 0o puis P[Typ <oo] = 1, comme 2
I'exercice 6.

c) Leta.TeL'et|M,4; — M,| < 1+26+262, donc d’apresle théoreme d’arrét, onaE[M7] = E[M>] =
0. Comme Ty4p est intégrable, Yr,, aussi et on a alors E[T4g] = E[Y7,,|. Enfin, E[Yr,,| = 267 (car
Yr,, =267 p.s.).

d) Ennotant ¥, = ZZ:z 2621{Xk:B,Xk71:B} +261x,=p;, On montre que M, = ¥,—nestune martingale.
Comme a la question b), on peut montrer que E [Tgp] < co. Puis, comme a la question c), en
utilisant le théoréeme d’arrét, on montre E[Tgg] = 262 + 26.



e) Pour alléger les notations, on note simplement T = TapracapaBra- On définit la variable aléa-
toire

k=11
4o +26% x 1ix, 1 =A x,=B) +26 X 1,4}

11 est facile de montrer que le processus (My,) pen = (Y;, — 1) nery €St Une (%) nen—martingale. De
plus, le t.a. T est p.s. fini. En effet,

PIT<11n2PEk<11n Xe10=A..., Xp_1 = R, X = A]
zP[EFk<n, X11k-10= 4., X11k-1 = R, X111 = Al

1 n
21—(1—267) E’l

Ensuite, comme le processus (M) nen €St une (%) ,ey—martingale, on a E[M,,7] =0 et donc
E[nAT]=E[Yyar]. Comme nAT / T,lethéoréme de Bepo-LeviassureE[nA T] /E[T] € [0,00].
D’autre part, Yyar — Y7 p.s. et 0 < Y,ar < 26'2 (2 1a louche). Le théoréme de convergence
dominée assure que E[Y, 7] — E[Y7] = 26! +26% + 26. Finalement, E[Tapracaparal = 26! +
264 +26.



