
TD 2 : éléments de corrections

5 novembre 2014

Exercice 1. — a) Les variables aléatoires S ∧T et S ∨T sont à valeurs dans N∪ {∞} et pour tout
n ∈N, {S ∧T ≤ n} = {S ≤ n}∪ {T ≤ n} ∈ Fn et {S ∨T ≤ n} = {S ≤ n}∩ {T ≤ n} ∈ Fn . Ce sont donc
des temps d’arrêts.

b) La v.a. T est à valeurs dans N∪ {∞} et pour tout n ∈ N, en remarquant que pour 0 ≤ k ≤ n,
{Xk 6∈ B} = {Xk ∈ B}c ∈Fk , on a

{T = n} = {Xn ∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

∩
n−1⋂
k=0

{Xk 6∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊂Fn

∈Fn .

C’est donc un temps d’arrêt.

c) La v.a. T est à valeurs dans N∪ {∞} et pour tout n ∈N, en remarquant que {Xk < Yk−1} = (Yk−1 −
Xk )−1(R∗+) ∈Fk car Yk−1 est Fk−1−mesurable et donc Fk−mesurable et Xk aussi, on a

{T = n} = {Xn ≥ Yn−1}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

∩
n−1⋂
k=1

{Xk < Yk−1}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊂Fn

∈Fn .

On en déduit que T est un temps d’arrêt.

De plus, comme Yn = Xn si T = n, on a YT 1{T<∞} =∑
k≥1 Yn 1{T=n} =∑

k≥1 Xn 1{T=n} = XT 1{T<∞}.

d) La v.a. U est à valeurs dans N∪ {∞} et pour tout n ∈N,

{U = n} =
n⋃

k=0

(
{T = k}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊂Fn

∩ {S = n −k}︸ ︷︷ ︸
∈Fn−k⊂Fn︸ ︷︷ ︸

∈Fn

)
∈Fn .

C’est un temps d’arrêt.

e) La v.a. T est à valeurs dans N∪ {∞} et pour tout n ∈N,

{T > n} = ⋂
k∈N

{Tk > n} = ⋂
k∈N

{Tk ≤ n}c ∈Fn .

C’est donc aussi un temps d’arrêt.

Exercice 2. —
Soit n ∈N, Wn est Fn−mesurable (comme fonction continue en les (Yi )0≤i≤n) et comme |Sn | ≤ n, on a

E [|Wn |] ≤ E [|Sn |]+
∣∣2p −1

∣∣n ≤ n + ∣∣2p −1
∣∣n <∞,

c’est à dire Wn ∈ L1. De plus,

E [Wn+1 |Fn] = Sn − (2p −1)(n +1)+E [Yn+1] =Wn
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car Yn+1 est indépendante de Fn et E [Yn+1] = 2p −1. Donc (Wn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.
Soit n ∈ N, Mn est Fn−mesurable (comme fonction continue de Sn , qui est Fn−mesurable) et

comme −n ≤ Sn ≤ n, on a

0 ≤ E [Mn] ≤
(

1−p

p

)n

∨
(

1−p

p

)−n

<∞

c’est à dire Mn ∈ L1. De plus,

E [Mn+1 |Fn] = E
[(

1−p

p

)Sn

×
(

1−p

p

)Yn+1
∣∣∣∣∣ Fn

]

=
(

1−p

p

)Sn

E

[(
1−p

p

)Yn+1
∣∣∣∣∣ Fn

]
car Sn est Fn−mesurable

=
(

1−p

p

)Sn

E

[(
1−p

p

)Yn+1
]

car Yn+1 est indépendante de Fn

=
(

1−p

p

)Sn

car E

[(
1−p

p

)Yn+1
]
=

(
1−p

p

)
×p +

(
1−p

p

)−1

× (1−p) = 1

= Mn ,

Donc (Mn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

Exercice 3. —
Soit n ∈ N. Remarquons que {T > n} = {T ≤ n}c ∈ Fn donc 1{T>n} est Fn−mesurable et donc Zn est
Fn−mesurable comme somme et produit de variable aléatoires mesurables. Comme Xn ,Yn ∈ L1, on a

E [|Zn |] ≤ E [|Xn |]+E [|Yn |] <∞,

c’est à dire Zn ∈ L1. De plus,

E [Zn+1 |Fn] = E[
Xn+11{T>n+1} +Yn+11{T≤n+1}

∣∣ Fn
]

= E[
Xn+1 ×

(
1{T>n} −1{T=n+1}

)+Yn+1 ×
(
1{T≤n} +1{T=n+1}

) ∣∣ Fn
]

= E [Xn+1 |Fn]︸ ︷︷ ︸
≤Xn car sur-martingale

1{T>n} + E [Yn+1 |Fn]︸ ︷︷ ︸
≤Yn car sur-martingale

1{T≤n} +E

(YT −XT )1{T=n+1}︸ ︷︷ ︸
≤0 par hypothèse

∣∣∣∣∣∣∣ Fn


≤ Xn 1{T>n} +Yn 1{T≤n} = Zn .

Donc (Zn)n∈N est une (Fn)n∈N−sur-martingale.

Exercice 4. —
Soit n ∈N, M 2

n − An est Fn−mesurable (An est même Fn−1−mesurable). De plus, An est intégrable
comme somme de variables aléatoires intégrables (ce sont des espérances conditionnelles). Donc la v.a.
M 2

n − An est intégrable. Enfin

E
[
M 2

n+1 − An+1
∣∣ Fn

]= E[
M 2

n − An +M 2
n+1 −M 2

n −E[
∆M 2

n+1

∣∣ Fn
] ∣∣ Fn

]= M 2
n − An .

Donc (M 2
n − An)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

Exercice 5. —a) =⇒ b) Soit T un temps d’arrêt borné, par exemple par N0 ∈ N. Il est clair que
Xn∧T −−−−→

n→∞ XT et |Xn∧T | ≤ ∑N0
k=0 |Xk |. On déduit du théorème de convergence dominé (car∑N0

k=0 |Xk | est intégrable) que XT ∈ L1 et E [Xn∧T ] −−−−→
n→∞ E [XT ].
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D’autre part, pour tout n ∈N, Xn∧T =∑n−1
k=0 Xk 1{T=k} + Xn 1{T≥n} est Fn−mesurable (car Xk est

Fk−mesurable, {T ≥ n} = {T ≤ n −1}c ∈Fn−1) et

E
[

X(n+1)∧T
∣∣ Fn

]= E[
n∑

k=0
Xk 1{T=k} +Xn+11{T≥n+1}

∣∣∣∣∣ Fn

]

=
n∑

k=0
Xk 1{T=k} +E [Xn+1 |Fn]1{T≥n+1} par Fn−mesurabilité

=
n∑

k=0
Xk 1{T=k} +Xn 1{T≥n+1}

=
n−1∑
k=0

Xk 1{T=k} +Xn 1{T≥n}

= Xn∧T .

Le processus (Xn∧T )n∈N est donc une martingale. Comme conséquence, on a E [Xn∧T ] = E [X0∧T ] =
E [X0].

Finalement, on a E [XT ] = E [X0].

b) =⇒ a) Soit n ∈N et A ∈Fn . La variable aléatoire Tn,A = (n +1)1A +n1Ac est à valeurs dans {n,n +1}
et

{Tn,A = k} =


; if k 6∈ {n,n +1}

Ac if k = n

A if k = n +1

.

Ainsi, pour tout k ∈N, {Tn,A = k} ∈Fk et donc Tn,A est un temps d’arrêt borné (par n +1).

On en déduit d’une part que E [Mn] = E [M0] (prendre A =;) et d’autre part que E
[
MTn,A

]= E [M0],
c’est à dire

E [Mn+11A] = E[
Mn+11{T=n+1}

]
= E [M0]−E[

Mn 1{T=n}
]

= E [M0]−E [Mn 1Ac ]

= E [Mn 1A]+E [M0]−E [Mn]

= E [Mn 1A] .

Cette égalité étant vraie pour tout A ∈Fn et comme Mn est Fn−mesurable, on en conclut que
E [Mn+1 |Fn] = Mn . Finalement, (Mn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

Exercice 6. — a) Soit n ∈N. La v.a. Xn est Fn−mesurable et intégrable.

Soit ε> 0, comme par hypothèse Xn −E [Xn+1 |Fn] ≥ 0 p.s. et par l’inégalité de Markov, on a

P [Xn −E [Xn+1 |Fn] > ε] ≤ ε−1E
[
(Xn −E [Xn+1 |Fn])1{Xn−E[Xn+1|Fn ]>ε}

]≤ ε−1E [Xn −E [Xn+1 |Fn]] = 0.

On en déduit que Xn −E [Xn+1 |Fn] = 0 p.s. et donc que (Xn)n∈N est une martingale.

Remarque 1. On vient de montrer qu’une v.a. positive d’intégrale nulle est nulle p.s.
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b) Comme {0} est un borélien, l’exercice 1b) assure que la v.a. T est un t.a.. Soit à présent k ∈N. On a

0 ≤ E [XT+k ] = E
[ ∞∑

n=0
Xn+k 1{T=n}

]
=

∞∑
n=0

E
[

Xn+k 1{T=n}
]

car les v.a. sont positives

=
∞∑

n=0
E
[
E [Xn+k |Fn]1{T=n}

]
car {T = n} est Fn−mesurable

≤
∞∑

n=0
E
[

Xn 1{T=n}
]

car (Xn)n∈N est une sur- martingale

= E [XT ] = 0 car XT = 0 p.s..

On en déduit XT+k = 0 p.s. (car une v.a. positive d’intégrale nulle est nulle p.s.).

c) Remarquons que pour tout i ∈N, par l’inégalité de Cauchy Schwarz,

E [|∆Xi∆Yi |] ≤
(
E
[
∆X 2

i

])1/2 (
E
[
∆Y 2

i

])1/2 <∞
et donc E [|XnYn |] ≤

(
E
[

X 2
0

])1/2 (
E
[
Y 2

0

])1/2 +∑n
k=1E [|∆Xi∆Yi |] <∞ c’est à dire pour tout n ∈N, la

v.a. XnYn est intégrable. On a aussi, pour i ∈N,

E [∆Xi∆Yi ] = E [(Xi −Xi−1)(Yi −Yi−1)] = E [Xi Yi −Xi Yi−1 −Xi−1Yi +Xi−1Yi−1]

= E [E [Xi Yi −Xi Yi−1 −Xi−1Yi +Xi−1Yi−1 |Fi−1]]

= E [E [Xi Yi |Fi−1]−Yi−1E [Xi |Fi−1]−Xi−1E [Yi |Fi−1]+Yi−1Xi−1]

= E [Xi Yi ]−E [Yi−1Xi−1]

donc
n∑

k=1
E [∆Xi∆Yi ] =

n∑
k=1

E [Xi Yi ]−E [Yi−1Xi−1] = E [XnYn]−E [X0Y0] .

d) Soit n ∈N, Mn est clairement Fn−mesurable (elle est définie à partir des (Yi )i∈J0,nK). On a vu à la
question précédente que Mn est intégrable. De plus,

E [Mn+1 |Fn] = Mn +E [Xn+1Yn+1 −XnYn −∆Xn+1∆Yn+1 |Fn]

= Mn +E [Xn+1Yn+1 |Fn]−XnYn −E [Xn+1Yn+1 |Fn]+XnYn

= Mn .

Le processus (Mn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

e) Notons Hk = 1{k≤T }. Comme {T ≥ k} = {T ≤ k −1}c ∈Fk−1, le processus (Hn)n∈N est prévisible et
positif. De plus

X0 +
n∑

k=1
Hk∆Xk = X0 +

n∑
k=1

1{k≤T }(Xk −Xk−1)

= X0 +
n∑

k=1
1{k≤T }Xk −

n∑
k=1

1{k≤T }Xk−1

= X0 +
n∑

k=1
1{k≤T }Xk −

n−1∑
k=0

1{k+1≤T }Xk

= X0 −1{1≤T }X0 +1{n≤T }Xn +
n−1∑
k=1

(1{k≤T } −1{k+1≤T })Xk

= 1{T=0}X0 +1{n≤T }Xn +
n−1∑
k=1

1{k=T }Xk

= Xn∧T .
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f) Remarquons que Gn ⊂Fn car Gn est la plus petite tribu qui rend mesurable les (Xi )0≤i≤n . Donc

E [Xn+1 |Gn] = E [E [Xn+1 |Fn] |Gn] = E [Xn |Gn] = Xn .

Soit T un temps d’arrêt pour la tribu (Gn)n∈N. On a {T = n} ∈Gn ⊂Fn donc T est aussi un temps
d’arrêt pour la tribu (Fn)n∈N.

Exercice 7. — a) La v.a. X =G∧(n+1) est à valeurs dans J0,n+1K. Donc Fn =σ(X ) =σ(X −1(0), . . . , X −1(n+
1)) =σ({{G = 0}, {G = 1}, . . . , {G = n}, {G ≥ n +1}}).

b) Soit n ∈N. La v.a. Mn est Fn−mesurable. De plus comme

Mn+1 = 1{G≤n+1} − (1−p)(G ∧ (n +1)) = Mn +1{G=n+1} − (1−p)1{G≥n+1},

il vient
E [Mn+1 |Fn] = Mn +E[

1{G=n+1} − (1−p)1{G≥n+1}
∣∣ Fn

]
avec, remember l’exercice 3 du TD 1,

E
[
1{G=n+1} − (1−p)1{G≥n+1}

∣∣ Fn
]= 1

P [G ≥ n +1]
×E[

(1{G=n+1} − (1−p)1{G≥n+1})1{G≥n+1}
]

1{G≥n+1}

= 1

P [G ≥ n +1]
× (P [G = n +1]− (1−p)P [G ≥ n +1])1{G≥n+1}

= pn+1(1−p)− (1−p)2pn+1/(1−p)

P [G ≥ n +1]
1{G≥n+1}

= 0.

Le processus (Mn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

Comme (Mn)n∈N est une martingale de carré intégrable et que

An =
n∑

i=1
E
[
[∆Mi ]2 ∣∣ Fi−1

]= n∑
i=1

E
[
(1{G≤i } − (1−p)(G ∧ i )−1{G≤i−1} + (1−p)(G ∧ (i −1)))2 ∣∣ Fi−1

]
=

n∑
i=1

E
[
1{G=i } + (1−p)21{G≥i } −2(1−p)1{G=i }1{G≥i }

∣∣ Fi−1
]

=
n∑

i=1

1

P [G ≥ i ]
× (P [G = i ]+ (1−p)2P [G ≥ i ]−2(1−p)P [G = i ])1{G≥i }

=
n∑

i=1

1

p i
× (p i (1−p)+ (1−p)2p i −2(1−p)2p i )1{G≥i }

=
n∑

i=1
p(1−p)1{G≥i }

= p(1−p)(G ∧n),

d’après l’exercice 4, le processus (M 2
n−An)n∈N = (M 2

n−p(1−p)(G∧n))n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

Exercice 8. — a) Soit n ∈N, Yn∧T =∑n−1
k=1 Yk 1{T=k} +Yn 1{T≥n} est Fn−mesurable (car {T ≥ n} =

{T ≤ n −1}c ∈Fn−1 ⊂Fn et Yn ∈Fn). Pour tout k ≤ n, on a |Yk | ≤ 2n , donc E [|Yn∧T |] ≤ 2n et

E
[
Y(n+1)∧T

∣∣ Fn
]= E[

Yn∧T + (Yn+1 −Yn)1{T≥n+1}
∣∣ Fn

]
= Yn∧T +E [Yn+1 |Fn]1{T≥n+1} −Yn 1{T≥n+1} car 1{T≥n+1} et Yn sont Fn−mesurables

= Yn∧T car (Yn)n∈N est une martingale.

Donc (Yn∧T )n∈N est une martingale. Ainsi, E [Yn∧T ] = E [Y0] = 0.
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b) On a

P [T = n] =P [X1 = X2 = ·· · = Xn−1 =−1, Xn = 1] = 1

2n .

Donc P [T <∞] =∑∞
n=1P [T = n] = 1. De plus, YT = 1 p.s.. On a alors E [YT ] = 1 6= E [Y0]. La conver-

gence n’a donc pas lieu dans L1. Les hypothèses du théorème d’arrêt ne sont pas vérifiées.

c) On a

E [D] =
∞∑

k=1

|Gk−1|P [T = k] =
∞∑

k=1
2−k 1

2k
=∞.

Il faut une fortune infinie pour pouvoir gagner !

Exercice 9 : Inégalité de Lundberg . — a) Pour tout n ∈N, Mn est Fn mesurable car est fonction
continue des (Xi )i∈J0,nK et E [|Mn |] = E

[∏n
k=1 eR Xk

]=∏n
k=1E

[
eR Xk

]= E[
eR Xk

]n = 1 <∞. De plus

E [Mn+1 |Fn] = E[
Mn ×eR Xn+1

∣∣ Fn
]= Mn ×E[

eR Xn+1
]= Mn .

donc (Mn)n∈N est une martingale.

b) Le processus (Sn)n∈N est adaptée à la filtration (Fn)n∈N et l’ensemble [l ,∞) est un borélien.
D’après l’exercice 1, question b), T est un temps d’arrêt.

c) On a, par l’inégalité de Markov,

P [Sn ≥ l ] ≤P [Sn∧T ≥ l ] =P
[

Mn∧T ≥ eRl
]
≤ e−RlE

[
Mn∧T 1{Mn∧T ≥eRl }

]
≤ e−RlE [Mn∧T ] .

Comme (Mn∧T )n∈N est une martingale, on a E [Mn∧T ] = E [M1] = 1. L’inégalité s’en déduit.

Exercice 10 : La ruine du joueur. — a) La v.a. T est à valeurs dans N∪ {∞}. De plus l’ensemble
{0, N } est un borélien. Donc T est une temps d’arrêt.

b) Si n < T alors 1 ≤ Sn ≤ N −1. Si en plus Xn+1 = ·· · = Xn+N−1 = 1, alors Sn+N−1 = Sn+∑N−1
k=1 Xn+k =

Sn +N −1 ≥ N , donc T ≤ n +N −1.

c) On en déduit que

P [n +N −1 < T ] =P [n +N −1 < T | n < T ]P [n < T ]

= (1−P [n +N −1 ≥ T | n < T ])P [n < T ]

≤ (1−pN−1)P [n < T ]

car P [n +N −1 ≥ T | n < T ] ≥P [Xn+1 = ·· · = Xn+N−1 = 1 | n < T ] = pN−1.

On montre alors facilement par récurrence que pour tout k ≥ 0,

P [T > k(N −1)] ≤ (1−pN−1)k ×P [T > 0] . (1)

La suite (P [T > n])n∈N étant une suite décroissante et minorée, elle converge. On déduit de (1)
que P [T > n] −−−−→

n→∞ 0 et donc P [T <∞] = 1.

d) Soit n ∈N, la v.a. Sn est Fn−mesurable et comme |Sn | ≤ x +n, Sn ∈ L1. De plus

E [Sn+1 |Fn] = Sn +E [Xn+1 |Fn] = Sn +E [Xn+1] = Sn ,

donc le processus (Sn)n∈N est une martingale (on a utilisé l’indépendance des (Xi )i∈N et E [Xn+1] =
0).

e) D’après (1), le temps d’arrêt T est intégrable. En effet, E [T ] = ∑
n≥0P [T ≥ n] avec P [T > n] ≤

P [T > kn(N −1)] ≤ (1−pN−1)kn où kn = E
( n

N−1

)
. De plus, |Sn+1 −Sn | ≤ 1, donc, d’après le théo-

rème d’arrêt, E [ST ] = E [S0] = x. La v.a. ST est à valeur dans {0, N } avec E [ST ] = NP [ST = N ].
Finalement,

P [ST = 0] = N −x

N
.
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f) Soit n ∈N. La v.a. Mn est Fn−mesurable. Comme |Sn | ≤ x +n, on a E [Mn] ≤ ((p/q)∨ (q/p))x+n <
∞. Finalement,

E [Mn+1 |Fn] = E
[(

q

p

)Sn
(

q

p

)Xn+1
∣∣∣∣∣ Fn

]
= Mn ×

(
q

p
×p +

(
q

p

)−1

×q

)
= Mn ,

où on a utilisé la Fn−mesurabilité de Mn et l’indépendance de Yn+1 avec Fn . Donc le processus
(Mn)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

g) Le processus (Mn∧T )n∈N est une martingale donc E [Mn∧T ] = E [M0] = (q/p)x . De plus, elle est
bornée et comme le temps d’arrêt T est fini p.s., on a Mn∧T → MT par le théorème de conver-

gence dominée. La v.a. ST est à valeur dans {0, N } donc E [MT ] = P [ST = 0]+
(

q
p

)N
P [ST = N ].

Finalement,

P [ST = 0] =
(

q
p

)x −
(

q
p

)N

1−
(

q
p

)N
.

Exercice 11. — a) Le processus (Mn)n∈N est adapté et pour n ∈N, on a 0 ≤ Yn ≤ 262(n −1)+26 <
∞, donc Mn ∈ L1. Finalement, on a

E [Yn+1 |Fn] = Yn +E[
2621{Xn+1=B ,Xn=A} +26(1{Xn+1=A} −1{Xn=A})

∣∣ Fn
]

= Yn +2621{Xn=A}P [Xn+1 = B ]+26P [Xn+1 = A]−261{Xn=A}

car Xn est Fn−mesurable et Xn+1 est indépendante de Fn

= Yn +1.

On en déduit que (Yn −n)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale.

b) Soit n ∈N, on a

P [TAB > n +1] =P [TAB > n,TAB 6= n +1] =P [TAB > n]−P [TAB = n +1]

et

P [TAB = n +1] =P [Xn+1 = B , Xn = A,∀k ≤ n : Xk 6= B ou Xk−1 6= A]

=P [Xn+1 = B , Xn = A,TAB > n −1]

= 1

262P [TAB > n −1] .

Ainsi, en notant γn =P [TAB > n], on a γn+1 −γn +γn−1/262 = 0 : c’est une relation de récurrence
linéaire du deuxième ordre. Elle se résout facilement et on trouve

γn =α
(

13+p
168

26

)n

+β
(

13−p
168

26

)n

, avec α+β= 1.

Ainsi, P [TAB > n] ≤ cn avec c = 13+p168
26 = 13+

p
132−1

26 < 1.

On en déduit que E [TAB ] = ∑
k≥0P [TAB ≥ k] ≤ ∑

k≥0 ck < ∞ puis P [TAB <∞] = 1, comme à
l’exercice 6.

c) Le t.a. T ∈ L1 et |Mn+1 −Mn | ≤ 1+26+262, donc d’après le théorème d’arrêt, on a E [MT ] = E [M2] =
0. Comme TAB est intégrable, YTAB aussi et on a alors E [TAB ] = E[

YTAB

]
. Enfin, E

[
YTAB

]= 262 (car
YTAB = 262 p.s.).

d) En notant Ỹn =∑n
k=2 2621{Xk=B ,Xk−1=B}+261{Xn=B}, on montre que M̃n = Ỹn−n est une martingale.

Comme à la question b), on peut montrer que E [TBB ] <∞. Puis, comme à la question c), en
utilisant le théorème d’arrêt, on montre E [TBB ] = 262 +26.
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e) Pour alléger les notations, on note simplement T = TABR AC AD ABR A . On définit la variable aléa-
toire

Ȳn =
n∑

k=11
2611 ×1{Xk−10=A,Xk−9=B ...,Xk−1=R,Xk=A} +2610 ×1{Xn−9=A,Xn−8=B ,...,Xn−1=B ,Xn=R}

+·· ·+262 ×1{Xn−1=A,Xn=B} +26×1{Xn=A}.

Il est facile de montrer que le processus (Mn)n∈N = (Ȳn −n)n∈N est une (Fn)n∈N−martingale. De
plus, le t.a. T est p.s. fini. En effet,

P [T ≤ 11n] ≥P [∃k ≤ 11n, Xk−10 = A, . . . , Xk−1 = R, Xk = A]

≥P [∃k ≤ n, X11k−10 = A, . . . , X11k−1 = R, X11k = A]

≥ 1−
(
1− 1

2611

)n

−−−−→
n→∞ 1.

Ensuite, comme le processus (Mn∧T )n∈N est une (Fn)n∈N−martingale, on a E [Mn∧T ] = 0 et donc
E [n ∧T ] = E [Yn∧T ]. Comme n∧T ↗ T , le théorème de Bepo-Levi assure E [n ∧T ] ↗ E [T ] ∈ [0 ,∞].
D’autre part, Yn∧T → YT p.s. et 0 ≤ Yn∧T ≤ 2612 (à la louche). Le théorème de convergence
dominée assure que E [Yn∧T ] → E [YT ] = 2611 +264 +26. Finalement, E [TABR AC AD ABR A] = 2611 +
264 +26.

8


