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Processus discrets [v.1 20141110]

TD3. Comportement asymptotique des martingales.

Exercice 1 a) Pourtoutn >0,0ona:

b)

<)

E[Zys11 %] = E[(Yos1 = 471 Ful = E[(AY i1 + Y, = 42)° | F]
= E[(AY,41)" | Fl +2(Y, - 0) E[AY, 1 | F 1+ Z,

Or AY,41 = =y, (Ix, <y, — @), alors puisque Y,, est #,,-mesurable et X, ,; L %, :
E [AYH+1 | -{]:n] = _‘Vn (]E []1Xn+15Yn I —(Fn] - O() = _‘Vn (F (Yn) - (X)

Remarquons au passage que puisque o = F(g,) et F est croissante (en tant que fonction
de répartition), on a (Y,, - q,) (F(Y,) —a) > 0.

Posons Uy = Oetpourn > 1, U, = ¥, (AYk)z. Observons que U est un processus
croissant et adapté a la filtration (,),,. De plus, c’est un processus borné puisque pour
toutn>1:

-1 2 -1 .
0<U, = B0V (x oy, — 0" S B0 VE S Yy Vi = M <0
Posons enfin W := Z — U. Pour tout n > 0, on aura alors :

Wy = E[Wya [ Ful = E[AU 4 | F4] - B[AZ, 41| F]
= E[(AY,1) | Bl = (ELAY,00) | Bl = 27, (Y, = 90) (F(Y,)) - )
=2y, (Yo = 40) (F(Yn) =) 27, (Y, —40) (F(Y,)) —) 20
Le processus W ainsi défini est donc une sur-martingale.

Puisque Z,, est positif et que U, < T pour tout n, ona W, > —-T ou encore W, + T' > 0 quel
que soit n. La sur-martingale (W, +I'), est donc positive, ce qui assure qu’il existe une
variable aléatoire W, vérifiant W, +I' - W, + T’ p.s., ie. W, = W,. De plus :

T < E[W,] = E[liminfW,] S liminf E[W,] < E[W,] = (Yo - .)°
La derniére inégalité obtenue a la question a) assure que pour toutn > 1:
0< Xioo vk (Ye—q0) F(Y)) — ) < = X g E[AW,1 | K]
d'ott 0 < E[Be vk (Y = ) (F(Yp) = )| < ~E[W,0q = Wl ST + (Yo - q,)°
etdonc 0<E[X,.07n (Y, — ) F(Y,) - )] ST+ (Yo —q,)* < oo
De ce fait, la série ¥, v, (Y, — q4) (F(Y,) — &) converge p.s. et dans L!.

Rappelons que U est un processus croissant et borné, ainsi en notant U, := sup, U,

onaU, <TetU, T U, p.s. (et dans L! par convergence monotone). De ce fait, Z, =
W,+U, - W, +U, =Z, ps.



Notons, pour toutk > 1, A :={Z, > 1/k?}. Sur A, on aura alors liminf|Y,, - gal = 1/k,
ce qui assure, vu que g, est 'unique solution de F(g) = «, qu'il existe ¢, > 0 tel que
liminf|F(Y,) - a| > &. Ainsi sur Ay, liminf (Y, —q,) (F(Y,) —a) = g/k > 0, et la série
Y0 Vn (Y = q4) (F(Y,) — ) aura alors le méme comportement que ¥, ., v, qui diverge.
De ce fait, IP [A ] = 0 quel que soit k > 1. Observons enfin que :

P[Ze > 0] =P [Ugsy Ar] < Ty PIA ] =0

DouZ, =0p.s., etdoncY, — g, p-s.

Exercice 2 a) Pourtoutn >1:
° My = o< jen 4 XX ~ Zic1 @i
21<1<]<n (a; ; X;X; +a;; X;X;) + Y (@ X2 —a;))
=2 i cicjen XX + Yiia;(X2-1)=2U,+V,
. E[AU, 011 Fl = B[ 8001, X000X | ] = Ty 011, X E Kot | £
= 21 A, X E X111 = 0
. E[AV i1 | Tl = E [@11,001 X2q = D] %] = @yi1,01 (BIX25]1-1) = 0
o E[AM,] %] =2E[AU,. | %] + E[AV,q | %] =0

b)

<)

d)

De ce fait, les processus adaptés et intégrables U, V et M sont bien des martingales.

Sii # j, puisque X; 1L Xj, onaE[(X; X) 1=E[X?E [Xz] = 1. Ainsi, en tant que combinaison
linéaire de v.a. elles—meme dans1?, U € L2 pour tout n > 0. Puisque le processus U est une
martingale dans 2, la famille (AU,,), de ses incréments est orthogonale pour le produit
scalaire de 12, d’ot, puisque Uy = 0, E[U2] = 3}/ E [(AUy)?].Orona:

_ 2 _ _
E[(AUW’] = E| (25 aeXeX) | = B E o EDX0X)

= Zf_ll az; (car E[X;X]] = 1))

d'ou supE[U?]

n>0

Supzk 121 1ak1<21]>1 1j_C<OO

De méme, puisque X,, € L, V,, est une combinaison linéaire de v.a. de [2d'ouV, el?et
donc, puisque V est une martmgale etVo=0,E[VZ] =Y, E [(AV,)?]. Enfin, observons
que:

E[(AV})’] = E [a2, (X2 - 1)*] = a2 Var (X?) :angar(xz)
dou supE[V?Z] = supVar (X}) By ag, < Var (X)X, =Var(X?)C <

50 ij>1 1]
Les deux martingales U et V étant bornées dans 1?, il existe deux v.a. U, et V,, dans 2
telles que U, » U, et V,, — V,, p.s. et dans [2. De ce fait, M,, - 2U,, + V,, = M, p-s. et
dans 2.

La convergence L2 implique la convergence des espérances et des espérances des carrés.
On aura donc 0 = E[M,] = E[M,] — E[M,], dot E[M,] = 0, ainsi que Var(M,)) =
E[M2] - E[M2] = Var (M,,).



Exercice 3 a) Observons que pour toutn > 0:

b)

d)

e)

P[S,:1 =S, +11F,]=X, et P[S,;=5,1F%]1=1-X,

De ce fait :
1
E[Xyn | F] = Y E[S,+1 1 .= [(S +1) X, +5,(1-X,)]
_X,Z+S,1_Xn+(n+2)Xn_X
T n+3 n+3 T n

Ce qui prouve que X est une martingale.
Quel que soitn > 0, ona 0 < X,, <1, donc le processus X est borné p.s. (i.e. dans L*). De
ce fait, il existe X,, € L™ vérifiant X,, — X, p.s. et dans L!.

Autrement, on peut remarquer que X est une (sur-) martingale positive ce qui assure
I'existence d'une v.a. X, telle que X,, = X, p.s.. Puisqu’en plus sup, [X,| <1 € L, le
théoréme de convergence dominée nous donne X,, — X, dans L.

Soitn > 0, alors :
-1

k S :
E[2%,| 7] = E[gﬁ

ﬁ Sutl+i i—[ Sy+i  n+2-8,
+ n+3+i n+2 n+3+z n+2

_ﬁ S, +i S, +k ﬁ S,+i _n+2-S,
=0

n+2+1i n+k+2Jr +2+ixn+k+2

i=0
S,+k+n+2-5,
n+k+2

= 7P x =z

Le processus Z® est donc une martingale, ce qui assure que pour toutn > 0:

0 — 0y = [t Soi 1+i_ 1
]E[Zn]—IE[ZO]_IE[ 1004?2+1:| 1;(! ] +1

Observons que pour tout i > 0, comme S,, — oo p.s.:

Spy+i _ Su+i n+2 S, ps X
n+2+i S, n+2+in+2 nox ®
,Ln—wo \Ln—wo Il
1 1 n

De ce fait, zﬁi‘) — Xk p-s., or comme on a 0 < Z(,{‘) < 1, le théoreme de convergence
domninée assure que cette convergence a aussi lieu dans L! (on peut aussi dire que la
martingale Z®) est bornée p.s. et va donc converger }:) .s. et dans L!). En particulier, on a la
convergence des espérances, i.e. E [XE]=1mE Z(k =1/(k+1).

La variable X, étant bornée dans L, on a X, € I pour tout p > 1. Sa fonction caractéris-
tique est alors développable en série entiére autour de 0 et vérifie pour [t < 1:

X1 [XZ,’O] @" _et-1
ox, () =E[eX]=1+3 | —== (i)' = Enzom ==
= fO et du=FE[e"U]=qy(t) avecU~» U([0,1])

La loi d'une v.a. réelle étant caractérisée par sa fonction caractéristique, on en déduit que
Xoo ~> U([0, 1]).



Exercice 4 a) OnaX,,; =X,Y,, etpuisque Y,,;; L %, onaE[X,,1|%,] =X, E[Y,1] =X,

b)

<)

d)

quel que soit n > 0, d’o1 X est une martingale qui est de plus positive, ce qui assure
'existence d'une v.a. X, telle que X;, = X, p-s..

Pour toutn > 1, p.s. on a logd < logY, <Y, dottlogY, € L. La fonction log étant
strictement concave, I'inégalité de Jensen nous donne E[logY,] < log E[Y,] = 0 avec
égalité s.s.i. Y,, = 1 p.s.. Hormis ce cas dégénéré, on a donc bien E[logY,] < 0.

La fonction log est continue donc p.s. on a logX,, — logX,, (qui est éventuellement
égale & —c0). Observons de plus que (log X,,) /n = 1/n ¥, _; log Y, et comme la suite de v.a.
intégrables (log Y,), esti.i.d., on est en mesure d’appliquer la loi forte des grands nombres
et on obtient (logX,))/n — E[logY;] < 0 p.s. et dans L!. De ce fait, il existe ¢ > 0 tel que
E[logY;] < —¢ ainsi qu'une v.a. N vérifiant p.s. N < oo et Sup,.y (logX,)/n < —&. Alors
pour tout n > N on aura log X,, < —ne d’ott log X, = limsuplogX,, < limsup —ne = -0
p-s., ce qui assure que X, = 0 p.s..

On suppose dorénavant que IP[Y; = 1] < 1. Fixons n > 1 et observons que log (6 V'Y,,) |
logY, p.s. quand 6 | 0. Le théoréme de convergence monotone assure alors que (avec la
notation x_ = |x|1,) :

ligl\OT E[(log(®VY,))_] = E[(ogY,)_] € [0, ]

Il 'y a alors deux cas possibles :
— Soit E[(logY,)_] < oo, alors logY, € L' et pour d < 1:

Jensen

Ellog (6 v Y,)] = Ellog, Y| ~El(log @V Y,)).] | Ellog¥,], < 0

On pourra donc trouver 6 > 0 tel que E[log (d VY,)] <O0.

— Sinon E[(logY,,)_] = oo, etalors, en remarquant que 0 < E[log, Y,] = E[(logY,) vV 0] <
E[Y,] < co, on en déduit qu’il existe 6 > 0 vérifiant IE [(log (6 V Y,,)) A 0] < -E[log, Y,,].
On aura alors :

E[log (5 V Y,)] = E[(log (5 v Y,))_] + E[log, Y,] <0

Fixons a présent un tel 6 > 0 et notons Z,, := 6 V'Y,, pour tout n > 1. Notons aussi W, :=
I1;- Z; et remarquons que puisque Y; < Z;, ona X, < W,,. Avec des arguments similaires
a ceux utilisés dans les questions précédentes, on montre facilement que (logW,) /n —
E [log Z1] < 0 puis que log X, = limsuplog X,, < limsuplog W, = —co p.s., ce qui assure
que X, =0 p.s..

La martingale X est bornée dans L1, en effet, sup, ., E[IX,[] =sup E[X,] =1 < co. On est
donc dans les conditions d’application de théoréme de convergence de Doob et on a bien
I'existence d'une v.a. X, telle que X,, = X, p.s., mais vu que E[X,] =1 # 0 = E[X,], on
n’a pas convergence dans L.

Exercice 5 a) Clairement, puisque 7, C %1, on a E[X, 1| %,] = E[E[X|F, 1]l F] =

E[X] #,] = X,, d’'ot (X,), est bien une martingale. De plus, en utilisant I'inégalité de
Jensen conditionnelle, on obtient :

E[X2] = E[(E[X| %)’ < E[E[X?| £,]] = E[X?] = 1

Ceci assure que la martingale (X,,),, est bornée dans 12



b) En tant que martingale bornée dans I?, le processus (X,,), va converger p.s. et dans 2
vers une v.a. X, € [2.

¢) Pourn>i>1,ona:

1 o 1 L
Zy=X-——=———= ), &Y =X ———— Y &2 (X + &)
L A SN
_ 1 no2
ST S

d’ott E[Z,Y]=E[Z,X]+E[Z,&] or X, &y, ..., &, sont indépendants et centrés
E [X?] - ¢2E [€2] 1-¢;2¢2
= m 72 = m 72 = O
1+ & 1T+ 2 &

d) Lesva.X, &y, .., &, étant gaussiennes et indépendantes, (X, &, ..., ;) est un vecteur gaus-

sien. En tant que transformation linéaire de ce dernier, (Z,, Y, .., Y,) est lui aussi un
vecteur gaussien. De ce fait et puisque E[Z,Y;] = Cov(Z,,Y;) =0 quel que soiti =1, ..., n,
onabienZ, 1L (Yq,..,Y,).
Remarquons que la v.a. X — Z,, est une transformation linéaire du vecteur gaussien
(Y1, .., Y,) et est donc #, mesurable. De plus, comme on 1’a vu dans l'exercice 11 du
TD1, E[X] #,] est 'unique v.a. obtenue comme transformation linéaire de (Y, ..., Y,,) qui
vérifie pour touti =1, ..., n, Cov (E[X]| %,],Y;) = Cov(X,Y;). Orona:

Cov(X-2,,Y;) =Cov(X,Y;)—Cov(Z,, Y;) =Cov(XY);)

Onadonc E[X|F,]=X-Z,.

e) Pour toutn > 1, puisque les v.a. X, &, ..., £, sont indépendantes et centrées, on a :

1 1
E[(X-X,)] = E[Z2] = E[X2] + Y, e*B[&2]) = ————
I A DT
Alors :
X, o X = EIX-X,1 = E[Z3] = —

1+ 22:1 E];Z n—o0

2 _
= Enzl £,° = 4+



