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Handzettel

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Beschrinkung eines o-Algebra, Bedingte W-keiten,
Bayes'sche Formel, Unabhingigkeit, von Z.V. erzeugten o-Algebren, Produkt o-Algebra, Produktmal,
Satz von Fubini-Tonelli, Satz von Fubini-Lebesgue.

Heutigen Vorlesung.

Unendliche Produkte

Definition 1. Seien (Qy, Fi)ren Messridume und Q= IT 1 Sk das unendliche Produktrdum (geordnete
Produkt).

Definieren wir die Produkt-c-Algebra ¥ auf Q, als die kleinste o-Algebra, die alle Teilmengen von Q der
Form A = ®ieciAi x ® 212 enthilt, wobei Ay € ¥, 1 =(iy,...,i,) € N". Diese Mengen heifen Zylinder-
mengen.

DeﬁniAtiOI;l 2. Seien (Q, Fi, Pi)ren W-raiime. Wir definieren das unendliche Produktmaf3 P = ®renPs
auf (Q,F) s.d. fiir alle Zylindermengen A gilt

P(A) =P (@il x ®rg1Qy) = n Pr(Ag).
kel

Definition 3. Sei (Q, %, P) ein W-raum. Eine messbare Abbildung
X:(Q,F) - (RN, B(RY))

heifit Zufallsfolge, oder stochasticher Prozess in diskreter Zeit.

Lemma 4.

a) Seien X,Y zwei unabhdngige Z.V. mit Verteilungsfunktionen Fx und Fy. Dann ist die Verteilungs-
Sfunktion Fx.yvon X +Y gegeben durch

Fror(s) = [ Fi(s=»dPy () = [ Fy(s=x)dPx(x)
b) Falls dazu X, Y Dichten py, py besitzen, dann besitz X + Y die Dichte

Px+y(8) = IR px(x) py(s—x)dx
Definition 5. Die Faltung Fx = Fy zweier Verteilungsfunktionen Fx und Fy, ist definiert durch

(FyxFy) () = [ Fx(s=3)dPy(y).

Satz 6. Seien X1~ N (my, 012) und X, ~ N (mo, 022) unhabdngig. Dann ist

X1+ X~ N (my +m2,012+022).



Definition 7. Sei X|,X>,... eine Folge von i.i.d. Z.V. mit P(Xy=1)=1-P (X, =-1) = p. Dann heifit die
Folge

n
nHSn::ZXk
k=1

die einfache Irrfahrt auf Z. (simple random walk).
Fur p=1/2 heifit die einfache symmetrische Irrfahrt.

Ruinproblem
Kn=K0+Sn
T,=inf{(n>1:K,=a) [inf®:+oo]
T,:Q->NuU{+c0}
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T, n
A:{inf{n>l:S,,:—Ko}<inf{n> len:G}}:{T0<T(;}
mit G=Ky+G.

h(k) =P (Ty<Tz|Ko=k) fir0<k<G

h(0)=1,
h(G)=0.
hk) = (1-p)h(k=1)+ (1-p)h(k+1), 0<k<G
h(0) = 1
h(G) =0

Das Arcsinusgesetz

(@). Zs,:=Y 2", Yo mit

Y, = 1, fallsS,>0und S,,;>0,
£=10, sonst.

=75, = #schritten in positiven Bereich

(b). fon:=P(inf{£>0:5,=0}=2n)

| —
erste Riickkehr nach 0

(¢). Die W-keit Riickkehr nach 2n Schritten

Uop = P(Sn = 0)



Lemma 8. Es gilt
1 /2n
@ wn=g:()

1
(b)  fan= Fln-2= Uzn-2=Un

Reflection principle:

P(SlzlaSZH—lz_l)

N\
/ Sop-1=1

Si=1

v
_ _ 1 8k <0 fiir mindestens
P(Sl = 1,53, = 1.3ES0 k:2,...,2n—2>
\
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Satz 9. Es gilt

P(Z2,=2k) = pak,on = Uk Uon-2k
_ (2")L(2’1— 2k> 1

k )226\ n—k )20 0

Asymptotischer Ergebnis



1/2

Die Dichte

d 1
P(a)-=mF(a)=m

Es ist viel groBer fiir « =0 oder a = 1 als in der
Mitte a = 1/2.



