
V2F2 Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie – WS2020/2021
Massimiliano Gubinelli

Vorlesung 12 | 4.12.2020 | 10:15–12:00 via Zoom

InformationderFachschaft: Dieses Jahrfindetdie Mathe-Weihnachtsfeieram Donnerstag, 17.12, ab 18
ct. online via Zoom statt. Alle aktuellen Informationen sind auf https://fsmath.uni-bonn.de/ver-
anstaltungen-detail/events/virtuelle-mathe-weihnachtsfeier.html zufinden. Schaut vorbei!
Information from the Fachschaft:This year's MathChristmas partywill take place atThursday, the
17.12. starting 18 ct. online via zoom. All current information can be found on https://fsmath.uni-
bonn.de/events-detail/events/virtual-christmas-party.html. Swing by!

Handzettel

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Unendliche Produkte, Faltungen, Stabilität
gegen Faltung von Normalverteilungen, Irrfahrt, Ruinproblem, Arcsinusgesetz.

Heutigen Vorlesung: Ende von die Arcsinusgesetz Aussage, Konvergenzbegriffe

Das Arcsinusgesetz

(a). Z2n ≔∑ℓ=1
2n Yℓ mit

Yℓ ={{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ 1, falls Sℓ >0 oder Sℓ+1 >0,
0, sonst.

⇒Z2n =♯schritten in positiven Bereich

(b). f2n ≔ℙ�inf {ℓ >0:Sℓ =0}|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
erste Rückkehr nach 0
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(c). Die W-keit Rückkehr nach 2n Schritten

u2n ≔ℙ(Sn =0)

Sn

n
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Lemma. Es gilt

(a) u2n = 1
2n�2n

n �

(b) f2n = 1
2nu2n−2=u2n−2 −u2n

Satz. Es gilt

ℙ(Z2n =2k) ≔p2k,2n =u2k ⋅u2n−2k

=�2k
k � 1

22k�2n−2k
n−k � 1

22(n−k)

Asymptotischer Ergebnis

0 1

1/2

1

1/2

F(𝛼)

𝛼

Die Dichte

𝜌(𝛼)≔ d
d𝛼F(𝛼)= 1

𝜋(𝛼(1−𝛼))1/2

Es ist viel größer für 𝛼≈0 oder 𝛼 ≈1 als
in der Mitte 𝛼≈1/2.

5 Konvergenzbefriffe

Bin�n, 𝜌
n �(k) →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →

n→∞
Poi(𝜌)(k), k =0,1, . . .

Geo(q)�{z ∈ℝ:(1−q)z⩽ x}�→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
q→1

Exp(1)�{z∈ℝ: z ⩽x}�

Sei XM ∼�1− 1
M�𝛿0+ 1

M𝛿M. Dann für alle k ∈ℤ,

lim
M→∞

ℙ(XM =k)={{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ 1, k =0,
0, k ≠0.

Aber es gilt nicht:

𝔼[XM]→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
M→∞

𝔼[X∞] mit X∞ ∼𝛿0

weil 𝔼[XM]=1 für alle M.
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Definition. Sei (Fn)n⩾1 eine Folge von Verteilungsfunktionen. Dann konvergiert Fn
schwach gegen eine Verteilungsfunktion F, falls

lim
n→∞

Fn(x)=F(x)

für alle x∈ℝ für welche F stetig ist.

Definition. Sei (ℙn)n⩾1 eine Folge von W-maße auf (Ω,ℬ(Ω)) mit Ω topoligische Raum.
Dann konvergiert (ℙn)n schwach gegen ℙ falls für alle beschränkten stetigen Funktionen
g:Ω→ℝ,

lim
n→∞

�
Ω

g(𝜔)ℙn(d𝜔)→�
Ω

g(𝜔)ℙ(d𝜔).

Satz. Sei (ℙn)n eine Folge W-maße auf (ℝ,ℬ(ℝ)) und Fn(x)=ℙn((−∞,x]). Dann kon-
vergiert (ℙn)n schwach gegen ein W-maß ℙ mit Verteilungsfunktion F dann und nur dann,
wenn

Fn →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
schwach

F.

5.1 Konvergenz von Z.V.

Definition. (Konvergenz in Verteilung) Sei (Xn)n⩾1 eine Folge von Z.V. wobei Xn auf
(Ωn,ℱn,ℙn) definiert ist. Dann konvergiert Xn in Verteilung gegen eine Z.V. X

Xn →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
n→∞

𝒟
X ,

falls FXn(x)=ℙ(Xn ⩽x) →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
schwach

FX(x)=ℙ(X ⩽x).

Definition. (Konvergenz in W-keit) Seien X , (Xn)n Z.V. auf (Ω,ℱ,ℙ). Die Folge (Xn)n
konvergiert in W-keit gegen X, falls ∀𝜀>0,

lim
n→∞

ℙ(|Xn −X |>𝜀)=0.

Lemma.

Xn →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
n→∞

ℙ
X ⟹

⟸ Xn →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
n→∞

𝒟
X

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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