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Handzettel
In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Momenten, Momenten erzeugenden Funk-
tionen, Tchebichev und Markov Ungleichungen.

6 Das Gesetz der großen Zahlen (fortsetzung)
(Kapitel 6 in Bovier Skript)

6.2 Ungleichungen (fortsetzung)

Folgerung 10. Sei (Xn)n⩾1 eine Folge i.i.d. Z.V.. Dann
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Xk ⩾a)))))))))))))))⩽ inf
𝜆⩾0

[e−𝜆na(𝔼[e𝜆X1])n]

6.3 Das schwache Gesetz der großen Zahlen

Axiom. ∃(cn)n⩾1, cn ∈ℝ+ mit ∑n⩾0 cn <∞ und

Cov(Xn,Xℓ)=𝔼[XnXℓ]−𝔼[Xn]𝔼[Xℓ]⩽ c|k−ℓ |, k,ℓ ⩾1.

Fall A1) Kovarianzen exponentiell abfallen:

|Cov(Xn,Xℓ)|⩽ c𝛼 |n−ℓ |

für einen 𝛼∈(0,1), c∈ℝ+.
Fall A2) X1,X2, . . . unkorreliert und beschränken Varianzen: d.h.

Cov(Xk,Xℓ)=0, k,ℓ ⩾1

𝜈=sup
k⩾1

Var(Xk)<∞

Annhame (A) erffült mit c0 =𝜈, cn =0, n⩾1.

Sei

Sn =X1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Xn.

Satz 11. (Schwaches Gesetz der großer Zahlen und L2-Version) Under der Voraussetzung
(A), für alle n⩾1, 𝜀>0, gilt:
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n − 𝔼[Sn]
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𝜀2n
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und

𝔼��Sn
n − 𝔼[Sn]

n ��⩽ C
n

für C =c0 +2∑n⩾1
∞ cn <∞.

Falls dazu 𝜇=𝔼[Xk], k ⩾1 dann

Sn
n →→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →

n→∞
𝜇 in L2 und in W-keit.

Lemma 12. Seien X1, . . . ,Xn reelle Z.V. und Sn =X1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Xn. Dann

Var(Sn)=�
k=1

n

Var(Xk)+2 �
1⩽k<ℓ⩽n

Cov(Xk,Xℓ).

Satz 13. Unter der Voraussetzung (A) folgt

lim
n→∞

Sn
n − 𝔼[Sn]

n =0, ℙ− f .s.

Falls 𝜇=𝔼[Xk], k ⩾1 dann limn→∞
Sn
n =𝜇 f.s.

Satz 14. Sei f : [0,1]→ℝ stetig. Dann für alle 𝜀>0, ∃n(𝜀)⩾1, polynomials Bn, grad n s.d.

sup
x∈[0,1]

| f (x)−Bn(x)|<𝜀.

6.4 Kolmogorov'sche Ungleichung

Lemma 15. Seien (Xn)n⩾1 unabhängige Z.V. mit 𝜇k =𝔼[Xk], 𝜎k
2 =Var(Xk). Setze

Sn ≔�
k=1

n

Xk, mn ≔�
k=1

n

𝔼[Xk]=𝔼[Sn]

und

sn
2 ≔�

k=1

n

𝜎k
2 =Var(Sn).

Dann, für alle t >0:

ℙ(∃k ⩽n s.d. |Sk −mk|⩾ tsk)⩽ t−2.
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