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Handzettel
In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Momenten, Momenten erzeugenden Funk-
tionen, Tchebichev und Markov Ungleichungen, Das schwache Gesetz der großen Zahlen,
Kolmogorov'sche Ungleichung.

6 Das Gesetz der großen Zahlen (Fortsetzung und Ende)
(Kapitel 6 in Bovier Skript)

6.5 Kolmogorov'sche Ungleichung

Lemma 15. Seien (Xn)n⩾1 unabhängige Z.V. mit 𝜇k =𝔼[Xk], 𝜎k
2 =Var(Xk). Setze

Sn ≔�
k=1

n

Xk, mn ≔�
k=1

n

𝔼[Xk]=𝔼[Sn]

und

𝓈n
2 ≔�

k=1

n

𝜎k
2 =Var(Sn).

Dann, für alle t >0:

ℙ�∃k ⩽n s.d. |Sk −mk|⩾ t𝓈n�⩽ t−2.

6.6 Das starkes GGZ

Satz 1. (Starkes Gesetz der großen Zahlen). Sei (Xn)n⩾1 eine Folge i.i.d. Z.V. Xn ∈ℒ1.
Dann

lim
n→∞

1
n�

k=1

n

Xk =𝔼[X1], f .s.

Lemma 16. Seien (Xk)k⩾1 unabhängige Z.V. mit Var(Xk)=𝜎k
2, 𝔼[Xk]=𝜇k. Falls

�
k⩾1

𝜎k
2

k2 <∞

dann

1
n�

k=1

n

(Xk −𝜇k)→0 f .s.
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6.7 Große Abweichungen von GGZ

Satz 17. Für alle n⩾1, a∈ℝ

(a) ℙ�Sn
n ⩾a�⩽e−nI(a), für a⩾m

(b) ℙ�Sn
n ⩽a�⩽e−nI(a), für a⩽m

wobei die exponentielle Abfallrate I(a) ist gegeben durch

I(a)=sup
t∈ℝ

[at− log𝜓(t)]

Proposition 18. (Jensen's Ungleichung) Sei X eine reelle Z.V., integrierbar, und f :ℝ→ℝ
eine konvexe Funktion. Dann

f (𝔼[X])⩽𝔼( f (X)).

Eigenschaften von I(a).

a) I ist convex.

b) I(a)⩾0 für alle a∈ℝ

c) Falls 𝜓(𝜆)<∞ auf (−𝛿,𝛿) 𝛿>0, dann

fa(𝜆)=a𝜆− log𝜓(𝜆)∈C∞((−𝛿,𝛿))

mit fa(0)=0, fa′(0)=a−m

⇒I(a)>0, a≠m.
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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