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Handzettel

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Momenten, Momenten erzeugenden Funk-
tionen, Tchebichev und Markov Ungleichungen, Kolmogorov'sche Ungleichung, die
schwache und starke Gesetze groBBer Zahlen. Wir beenden das Kapitel und beginnen ein
neues Kapitel iiber den zentralen Grenzwertsatz mit einer Diskussion iliber charakteris-
tische Funktionen.

6 Das Gesetz der groBen Zahlen (Ende)
(Kapitel 6 in Bovier Skript)

6.6 GrofBle Abweichungen von GGZ
Satz 15. Fiirallen>1,ae R
Sn —nl (a) .
(a) P 7261 <e , fiirazm

(b) P(%ga) <e™@  fiira<m

wobei die exponentielle Abfallrate 1 (a) ist gegeben durch

I(a) =sup[at—logy (1)]
teR

Proposition 16. (Jensen's Ungleichung) Sei X eine reelle Z.V., integrierbar, undf:R - R
eine konvexe Funktion. Dann

FEXD<E(f(X)).

Eigenschaften von I (a).
a) [ ist convex.
b) I(a) >0 firalleae R
c) Falls w (1) <oo auf (-8,8) 6§ >0, dann
Ja(A)=aA-logy (1) € C*((-6,6))

mit £,(0) =0, £, (0)=a-m

=I(a)>0, a#m.




7 Der zentrale Grenzwertsatz

(Kapitel 7 in Bovier Skript)

Definition 1. Sei X eine reelle Z.V.. Dann die charakteristische Funktion von X definiert
durch

¢ (1) =¢x(t) =E[e™]=E[cos(tX)] +iE[sin(tX)].

Einige Eigenschaften

Lemma 2. ¢y ist (immer) wohldefiniert mit

a) ¢x(0)=1
b) 1gx(n)|<1
c)

¢ (1) —¢(=1) ¢(1) +¢(=1)
2i 2

Im (¢px(1)) = » Re(gx()=

d) Falls X hat eine symmetrische Verteilung dann ¢x(t) € R.

Lemma 3. Jede charakteristische Funktion ¢ eines W-mayf3 ist gleichmdissig stetig auf R

Proposition 4. Sei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X mit E[|X|"] < co. Dann ¢ € C"(R; C) mit

POI=1 PO = pn)| =irELxn.

t=0

Lemma 5.

a) Seien X,,X,,... unabhdngige Z.V. mit char. Fkt. ¢x,. Seien S,:= ZZ:1Xk- Dann

b5, =[] ox ().
k=1
b)
baxs(t) =e™(at).

¢) Insbesonderes, falls E[X;] = u fiir k> 1, dann

n
—itun'"7 _
P (1) =7 [T oxn70).
" k=1



Charakteristische Funktionen einiger Verteilungen
Py ¥ (1)
'/V.(ll’ 0_2) eitu—%a%z
Ber(p) (1-p+pe')
Bin(n, p) (1-p+pe™)"
Poi(4) e=*e"=D
Exp(4) (1-it/ )7}
l-¢
Geo(q) ;
I=-ge" nicht Ableitbari 0
Cauchy(a) L e

Satz 6. Die charakteristiche Funktion einer Z.V. legt deren Verteilung eindeutig fast.

Momentenerz. Fkt.

T nicht im Allgemein
1:1 1:1

Verteilungsfunktion ey W-mall @iy Char. Fkt. ¢

l nicht im Allgemein

Momenten (M,,),

Lemma 7. Sei X ~ (0, 0?). Dann

Px(t) =exp (-t2c%/2).
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